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Ra  quanti  penfieri  o  io  rav- 
volto  nelí  animo  per  follevar- 
mi  a  fperare ,  che  Vot  potefte, 
SACRA  CESAREA 
REAL  MAESTA',  con 
efflrema  degnazione  accoglie- 
re  queft'  opera  mia ,  che  va  fiiperba  delVoflro 
Aiigttfliffimo  Nome ,  e  de  Voflri  Fortunatif- 
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fimi  Aufpic] ,  un  foh  mi  conforta ,  ed  é  que* 
fto  la  confiderazione  del  Voftro  Sejfo ,  che  da 
VOI  illuftrato  per  bella  forte  é  pur  mió  . 
Qiieflo  penfiero  mi  d  foftenuta  nella  f ática , 
e  non  mi  d  laf ciato  fentire  il  rifchio  dell 
imprefa;  e  veramente  fe  in  qualche  tempo 
poteva  giuflificarfi  Yardimento  di  una  Don- 
na,  che  tentaffe  feguire  i  rapidi  voli  di  una 
Scienza,  che  fpazia  mai  fempre  negli  Infini- 
ti  t  in  qiiel  tempo  ejfere  cid  doveva ,  nel  quale 
regna  una  DONNA ,  e  regna  con  univerfa- 
le  ammirazione .  Par  mi  infatti,  che  in  que- 
fia  eta ,  che  fia  tutte  le  venture  chiara ,  ed 
altera  avrá  da  VOI  il  nome ,  debbano  le  D011- 
ne  tutte  fervire  alia  gloria  del  loro  fejfo,  e 
ciafcuna ,  per  quanto  le  pub  venir  fatto ,  con- 
tribuiré all  acere f cimento  dello  Splendore ,  nel 
quale  VOI  lo  avvolgete;  VOI,  che f par f o  aven* 
do  d'ogn'  intorno  alta  maraviglia  di  Vbflre 
Azioni  jcoftringete  gli  Uomini  a  dir  di  VOI 
con  piu  ragione ,  che  non  fu  detto  di  alcuno 
degli  antichi  Cefari  ,  che  colla  Giuftizia,  e 

Ge- 


Clemenza  delf  Imperio  onorate  rumana  nat ti- 
ra j  e  rapprefentate  la  divina .  Lafcio  a  que!' 
le  j  che  gelofe  delle  glorie  del  noftro  fejfo  con- 
ferveranno  a  Pofleri  le  Voflre  Gefta ,  /' ef pri- 
mer e ,  come  alí  efimia  bellezza  del  corpo  ri- 
mirinfi  m  VOI  accoppiate  ad  una ,  ad  una 
tutte  le  virtü ,  e  fopra  tutto  lafcio  loro  il 
celebrare  la  forza  del  voflro  Ingegno ,  /'  In- 
compar ahile  V tflro  Valore  ,  /'  ampia  Voflra 
Sufficienza  ,  e  quella  invitta  Coflanza ,  che 
riftorata ,  dirb  cosí ,  dalle  flejje  fventure,  e 
da  per  ico  li  flejfí ,  le  cofe  Vbflre  nel  principio 
del  regno  da  nemico  Fato  travagliate  ,  e 
quafi  oppreffe  ritorno  Hete,  e  felici .  Non  fi 
rimarranno  ejfe  puré  di  far  conofcere  la  dol- 
cezza  de'  Voflri  coflumi,  lUmanita  Voflra, 
e  la  generofa  Attenzione ,  colla  quale  fra  lo 
flrepito  ancora  y  e  il  tumulto  dell'armi  pro- 
teggete,  e  ravvivate  gli  fludj ,  e  l'arti,  on- 
de fi  nutre  il  pubblico  bene ,  e  fi  accendono 
utilmente  gli  animi  degli  Uomini,  Sin  da 
primi  anni  occuparono  le  Scienze  la  Voflra 

Men- 


Mente ,  e  nijjima  fra  que  fie  é  a  VOI  ftr ci- 
ñiera .  Vi  a  ora  da  quelle  diflolto  la  cura 
dé  Popoli  y  ed  é  [emirato  poco  al  Cielo  ,  che 
fofle  la  piü  dotta  del  Voftro  Secólo .  Ma  non 
é  in  VOI  pero  men  férvido  lamore  del  Vero , 
e  perció  chi  lo  ricerca  fommamente  difiingue- 
te  y  efavorite.  Degnatevi  adunque ,  SACRA 
CESAREA  REAL  MAESTA',  clementif 
finiamente  riguardare  que  fia  mia  f ática,  e 
come  opera  ,  che  in  fe  raccoglie  tutti  i  piü 
luminofi  progreffi  delí  Intelletto  umano  ,  e 
come  quel  tributo ,  che  per  me  poteva  offrir- 
fi  maggiore  alia  gloria  del  Voftro  Regno  f 
che  non  per  altro  par ,  che  richiami  la  memo- 
ria de  lie  Eroine ,  che  altrove  regnarono ,  che 
per  maggiormente  al  confronto  e faltare  la 

Magnanimita'  ,  Prudenza,  e  Fortuna 

VosTRA;.  efe  il  Mufico  Volume,  che  la  Sor  ella 
mia  d  avuto  Vonore  di  prefentarvi ,  é  flato  tan- 
to avventurofo  di  fciogliere  al  canto  la  Vo- 
flra  Voce ,  ahbia  queflo  la  fofpirata  forte  di 
addoprare  alcuna  volta  la  Vqftra  Penetra- 

zione , 


ztone ,  e  Sagacita»  filtro  non  rimcmendomi, 
che  d  implorar  vi  dal  Cielo  lunghijfíma  Vita, 
onde  derivera  la  ftabik  felicita  di  tante  a 
VOI  foggette  Nazioniy  al  Fbflro  Trono  umu 
Uffimamente  mi  proflro 


DELL  A  S,  C,  R.  MAESTA*  VOSTRA 


Umiliffima,  obbedientijfima ,  fedelijfíma 
Serva  y  e  Suddita 
María  Gaetana  Agnefí . 


AL  LETTORE. 


On  avvi  alcuno ,  il  quale  inforraato 
eíTendo  dclle  Matematiche  cofc_» , 
non  fappia  aitresi  quanto ,  in  oggi 
fpezialmente  ,  fia  neceiTario  lo  ftu- 
dio  dell'  Analifi ,  e  quali  progreífi 
íi  fieno  con  quefta  fatti ,  fi  faccia- 
no  tuttora  ,  e  poíTano  fperarfi  nell' 
avvenire  ;  che  pero  non  voglio ,  né  debbo  trattenermi 
qui  in  lodando  quella  fcienza  ,  che  punto  non  ne  abbi- 
fogna  ,  e  moho  meno  da  me  .  Ma  quanto  é  chiara  fcu. 
neceífitá  di  Iei  ,  onde  la  Gioventú  ardentemente  s'in- 
voglj  di  farne  acquiíto  ,  grandi  altrettanto  fono  le  diffi- 
coltá ,  che  vi  s'incontrano  ,  fendo  noto,  e  fuor  di  dub- 
bio,  che  non  ogni  Cittá  ,  almeno  nella  nortra  Italia-., 
á  perfone ,  che  fappiano  ■  o  vogliano  infegnarla  ,  e  non 
tutti  ánno  il  modo  di  andar  fuori  della  Patria  a  cercar- 


ne. 


ne  i  Maeftri  .  lo  lo  fo  per  prova ,  ed  ingenuamente  il 
confeíTo  ,  mentre  con  tutto  lo  fludio  ,  ch'io  mi  fono 
sforzata  di  fare  da  me  medefima  foftenuto  dalla  piü 
forte  inclinazione  per  queda  fcienza  ,  mi  troverei  tutta- 
via  intricata  nel  gran  labirinto  d'infuperabili  diíEcoltá  , 
fe  tratta  non  me  n'aveíTe  la  ficura  guida  ,  ,e  faggia_. 
direzione  del  dottiflimo  Padre  Don  Ramiro  Rampinelli 
Monaco  Olivetano  ora  ProfeíTore  di  Matemática  nella_. 
Regia  Univerfitá  di  Pavia  ,  a  cui  mi  riconofco  alta- 
mente debitrice  di  tutti  que'  progrefíi  (quali  eíTi  fieno) 
de'  quali  é  flato  capace  il  mió  picciol  talento  ,  le  di  cui 
lodi  io  tralafcio  come  fuperflue  ad  un  Soggetto  si  cele- 
bre ,  e  fpezialmente  per  non  offendere  la  nota  ,  e  for- 
fe  troppo  rigida  di  lui  modeflia  .  Al  fopraccennato  in- 
comodo polTono  rimediare  ,  non  v'á  dubbio  ,  in  parte 
i  buoni  libri  ,  quando  eflí  fieno  con  quella  chiarezza-, 
che  bafla  fcritti ,  e  con  quel  método  ,  che  pur  troppo 
c  neceílario  ;  quindi  é  ,  che  quantunque  le  cofe  Anali- 
tiche  fieno  tutte  pubblicate  con  le  ítampe  ,  puré  per- 
ché eíTe  fono  fcollegate  ,  fenz'  ordine  ,  e  fparfe  quá  ,  e 
la  nell*  opere  di  molti  Autori  ,  e  principalmente  negli 
Atti  di  Lipfia  ,  nelle  Memorie  dell'  Accademia  di  Pari- 
gi  ,  ed  in  altri  Giornali  ,  coficché  non  potrebbe  certa- 
mente  un  Principiante  ridurre  a  método  le  materie_» , 
quando  anche  egli  foífe  di  tutti  i  libri  fornito  ,  pensó 
il  rinomato  Padre  Renau  al  comune  vantaggio  ,  e  die- 
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de  alia  luce  Putiliffimo  libro  de  Ü  Analife  demontrée  , 
opera  degna  di  tune  quelle  lodi ,  che  maggiori  fi  pof- 
fono  .  Dopo  di  che  fembrerá  forfe  affatto  inutile  ,  che 
comparifcano  quefle  mié  Inftituzioni ,  avendo  altri  giá 
da  moho  tempo  cosí  largamente  proveduto  all'  altrui 
bifogno  .  Ma  fu  queílo  punto  io  prego  il  cortefe  Let- 
tore  a  riflettere  ,  che  crefcendo  le  fcienze  di  giorno  in 
giorno  ,  dopo  Y  edizione  del  lodato  libro  moltiíTimi  ,  ed 
importantifíimi  fono  ftati  i  nuovi  ritrovamenti  inferiti 
dai  loro  Autori  in  diverfe  opere  ,  corne  era  fucceduto 
degli  anteriori  ;  quindi  per  ifcemare  agli  Studiofi  la  fa- 
tica  di  andaré  fra  tanti  libri  ripefcando  i  metodi  di  re- 
cente invenzione  ,  mi  fembravano  utiliflime  ,  e  neceíTa- 
rie  nuove  Inllituzioni  di  Analiíl  .  Le  nuove  fcoperte_# 
m'ánno  obbligata  ad  un'altra  difpoíizione  di  cofe  ,  e_# 
ben  fa  chi  pon  mano  in  si  fatte  materie  ,  quanto  fia-, 
difficile  il  ritrovare  quella  ,  che  fia  dotata  della  dovuta^ 
chiarezza  ,  e  femplicitá  ,  omettendo  tutto  il  fuperfluo, 
fenza  lafciare  cofa  alcuna  ,  che  eíTer  poíTa  utile  o  ne- 
cefíaria  5  e  che  proceda  con  quell  ordine  naturale  , 
cui  forfe  coníifle  la  miglior  illruzione  ,  ed  il  maggior 
lume  .  Queflo  naturale  ordine  io  ó  certamente  fempre 
avuto  in  villa  ,  e  l'ó  fommamente  procurato  ,  ma  non 
fo  poi  fe  faro  ítata  bartantemente  fortunata  per  confe- 
guirlo  . 

*  2  Nclif 


Nell*  atto  poi  di  maneggiare  varj  metodi  ,  mi  fi 
fono  párate  alia  mente  alcune  efteníioni ,  e  parecchte-» 
diverfe  cofe ,  le  quali  per  avventura ,  non  íaranno  pri- 
ve di  novitá ,  e  d'invenzione  :  a  quefte  dará  ii  benigno 
Lettore  quel  pefo ,  che  a  lui  fembrerá  ,  non  intenden- 
do  io  di  raccoglier  lodi ,  contenta  di  effermi  con  iodo, 
e  vero  piacere  divertita ,  e  di  ayer  procúralo  di  giova- 
re  altrui . 

Nel  Tomo  fecondo  per  entro  il  Calcólo  Intégrale 
ritroverá  il  Lettore  un  Método  affatto  nuovo  per  li  Po- 
linomj ,  né  in  luogo  alcuno  prodotto  ;  queíto  é  del  ce- 
lebre ,  e  non  mai  abbaítanza  lodato  Signor  Conté  Ja- 
copo  Riccatt  Cavaliere  di  íingolarifíimo  mérito  nelle-» 
fcienze  tutte  ,  e  ben  noto  al  mondo  letterario  .  'A  egli 
voluto  fare  a  me  quella  grazia  nel  comunicármelo  , 
che  io  non  meritava  ,  ed  io  rendo  a  lui  ,  ed  al  Pub- 
blico  quella  giuílizia  ,  che  fi  conviene . 

Finalmente  ,  ficcome  non  é  flata  mia  mente  da- 
principio  il  pubblicar  colle  ílampe  la  prefente  opera_. 
da  me  cominciata  ,  e  profeguita  in  Lingua  Italiana-. 
per  mió  particolar  divertimento  ,  o  al  piü  per  irtruzio- 
ne  d' alcuno  de'  miei  minori  fratelli  ,  che  inclinato 
foífe  alie  matematiche  facoltá ,  né  eíTendomi  determi- 
nara di  darla  al  Pubblico  ,  che  dopo  di  eíler  giá  mol- 
ió avvanzata  1' opera  ,  e  pervenuta  a  conílderabile  volu- 

me; 


me  ;  mi  fono  perció  difpenfata  dal  tradnrla  in  Latino 
Idioma  (  comecché  da  alcuni  credaíi  piü  convenire  a-* 
tal  materia  )  si  per  i'autorevole  efempio  di  tanti  cele- 
bri  Matematici  Ohramonrani  ,  ed  Italiani  ancora  ,  lo 
di  cui  opere  nella  loro  natía  favella  vanno  a  comuna 
vantaggio  ftampate  ,  si  peí  naturale  mió  rincrefcimento 
alia  maieriale  fatica  di  trafcrivere  in  Latino  ció  ,  che_* 
aveva  di  giá  fcritto  in  Italiano  .  Né  intendo  peró  farmi 
carico  di  quella  puritá  di  lingua  ,  che  lodevolmento 
viene  praticata  in  materie  da  quefta  diverfe ,  avendo  io 
avuto  in  mira  piü ,  che  ogni  altra  cofa  *  la  neceíTaria^ 
poífibile  chiarezza . 


Die  26.  Novembris  1748. 
IMPRIMATUR. 

Fr.  H.  Todefcbini  Inquifitor  Generalh  Mediolani . 

F.  Curionus  Archipresbyter  S.  Eufebü  pro  Eminentifs* 
&  Reverendas.  D.  D.  Card.  Archiepifcopo  . 

Vidit  Julias  Caefar  Berfanus  pro  Excellentifs*  Senatu  . 
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'Analifi  delle  quantitá  finíte  ,  che 
comuneraente  chiamaíl  Algebra^ 
Carteflana,  é  un  método,  con  cui 
trattando  quantitá  fínite  íi  fciolgo- 
no  i  Problemi ;  cíoé  da  certe  quan- 
titá, e  condizioni  date  e  cagnite,  íi 
j  viene  in  cognizione  d'altre  incogni- 
te  y  c  che  fi  cercano,  per  mezzo  di  alcune  operazioni^ 
é  metodi ,  che  parte  a  parte  mi  propongo  di  fpiegare 
ne'  feguemi  Capi  • 
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CAPO  I. 

Délle  primarie  Notizie,  ed  Operazioni  delV  Analiji 
delle  Quantita  finite  . 

i.  L  E  primarie  operazioni  di  queíV  Algebra  fono  le 
fieílc  dell'  Aritmética  comune,  cioé  la  Somma,  la  Sottra- 
zione  ,  la  Moltiplicazione ,  la  Divifione,  e  l'Efirazione 
delle  Radici  ;  ma  con  quelU  differenza  ,  che  nell*  Arit- 
mética comune  fi  adoprano  i  numeri,  ed  in  queíla  le  ípe- 
cie,  o  fia  le  lettere  dell*  Alfabeto,  con  le  quali  fi  denomi- 
nano,  e  fi  calcolano  le  quantita  in  aftratto,  di  qual  forta 
cíTe  fiano,  geometriche,  o  fifiche,  come  Linee,  Super- 
ficie ,  Corpi ,  Forze  ,  Refifienze,  Velocitá  ec;  e  peró 
queda  tal  forta  di  Aritmética  chiamafi  Algoritmo  delle 
quanti:á,  o  Aritmética  fpeciofa;  ed  c  ben  queíla  molto 
piü  eccellente  di  quella,  tutto  che  le  operazioni  fieno  le 
ítefíe,  fi  perché  quefte  quantita  non  fi  confondo  no  tra 
loro  nelle  operazioni ,  come  le  numerichc,  fi  ancora  per- 
ché con  la  fteíTa  facilita  fi  trattano  nel  calcólo  le  quantita 
note  ,  e  le  incognite;  e  finalmente  perché  le  dimoftrazio- 
ni  analitiche  fono  generali ,  ed  a  qualunque  cafo  applica- 
bili,  la  dove  le  aritmetiche  fono  particolar  iílime ,  ed  in 
ogni  diverío  cafo  é  neceílaria  una  nuova  dimoltrazione . 

2.  Ma  delle  Quantita  altre  fono  pofitivc  ,  cioé  mag- 
gtori  del  nulla ,  altre  minori  del  nulla,  e  peró  negative. 

Per 


ANALITICHE.  3 

Per  cagion  d'efempio:  I  Beni,  che  fi  pofíeggono,  fono 
pofitivi,  nía  quelli,  che  ad  altri  íi  debbono,  fono  negati- 
vi ,  perché  dai  pofitivi  s'hanno  a  fottrarre  ,  e  ne  dimi- 
riuifcono  la  fomma,  e  peró  ficcome  fono  quantitá  pofiti- 
ve  i  Capitali,  che  uno  abbia,  cosj  fono  quantitá  negative 
i  Debiti .  Símilmente  fe  un  Mobile  diretto  verfo  uno  feo- 
po,  o  meta  del  fuo  viaggio  deferiva  uno  fpazio,  fará  que- 
fío  fpazio  pofitivo;  ma  fe  fi  portera  verfo  la  oppoíla  par- 
te, deícriverá  uno  fpazio,  che  relativamente  alia  meta  , 
verfo  cui  doveva  andaré ,  fará  negativo .  Quindi  in  Geo- 
metría fe  una  linea  condotta  da  una  parte  fi  adunia  per 
pofitiva  ( il  che  e  arbitrario  )  fará  negativa  la  linea  con- 
dotta verfo  la  parte  oppofta  ♦ 

3.  Le  quantitá  pofitive  fi  diftinguono  in  algebra^ 
dalle  negative  per  mezzo  di  certi  fegni  a  loro  prefiffi ; 
alie  pofitive  fi  prefigge  il  fegno  +  ¡  che  dicefi  pdu,  alle^ 
negative  il  fegno  m  ,  che  dicefi  meno  ;  e  quando  una^ 
quantitá  ,  che  o  fia  polla  fola,  o  in  una  ferie  di  altre  fia 
la  prima,  non  abbia  prefiilo  fegno  alcuno,  s'intende  fero- 
pre  affetta  dal  fegno  pofitivo  ,  11  fegno  ±y  a  cui  é  contra- 
rio l'altro  T,  é  fegno  ambiguo,  e  fignifica  il  piü  ed  il 
meno  ,  cioé  il  pofitivo  ed  il  negativo  ,  di  modo  che  ,  per 
efempio,  +a  vorrá  diré,  che  la  quantitá  a  .fi  puó  afiu me- 
re e  pofitiva,  e  negativa.  Il  fegno  =:  fignifica  eguaglian- 
za,  e  pcr6  a~b  vorrá  diré  ,  che  a  fia  eguale  a  6; ficcome 
éi>b  fignifica,  che  a  fia  maggiore  di  b,  ed  ¿<¡¿,  che  a 
fia  minore  di  b.  L'eguaglianza  poi  ddle  ragioni,  cioé  la 

A  2  pro- 
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proporzio'ne  geométrica' di  tre,  o  quattro  quantita  fi  efpri- 
mera  cosí  a,  b  ¡  •  b>  c  fe  faranno  tre,  e  vorrá  diré,  cho 
la  ragione  di  a  alia  b  e  eguale  a  quella  di  b  alia  c;  ed  a, 
b  i :  c9  d  vorrá  diré,  che  a  é  alia  ¿,  come  caá.  Final- 
mente il  fegno  go  íignifica  l'infinito,  e  pero  a  =  oo  figni- 
ficherá,  che  a  lia  eguale  all' infinito,  cioé  che  fia  quanti- 
ta infinita. 

4.  Quantita  femplice,  incompleja,  o  di  un  fol  ter- 
mine é  quella,  che  c  efpreífa  da  una,  o  piü  lettere ,  ma^ 
tra  loro  non  diftinte  e  feparate  da  fegno  alcuno,  como 
0,  abj  aac  ec,  cosí  all'oppofto  é  quantita  comporta  e  di 
piü  termiñi  quella,  che  é  efpreífa  da  piü  lettere  tra  loro 
feparate  da'  fegni ,  come  a  4-  b ,  aa  —ff  -+  hh ,  ec.  ;  e  pero 
áMih       di  due  termini,  aa  —ff 4-  hh  di  tre,  ec. 

Della  Somma  delle  Quantita  femplici  infiere . 

5.  Le  quantita  femplici  fi  fommano  tra  loro  con  lo 
fcrivere  una  dopo  l'altra,  lafciando  a  ciafcuna  di  loro  quel 
fegno  5  che  hanno.  Abbiafi  da  fommare  a  con  b  con  c  , 
fará  la  fomma  a  -+b~*-c;  abbiafi  da  fommare  a  con  —  b, 
fará  la  fomma  a—b;  abbiaíi  da  fommare  a  con  a  con  b 
con  b ,  fará  la  fomma  a* a  +b  +  b\  ma  qui  avvertafi ,  che 
a  -+ a  é  lo  rtelfo  che  2a,  e  b  -+b  é  lo  lleífo  che  ib;  e  pero 
la  fomma  fara  za  +  ib  .  Quindi  per  fommare  le  quantita 
éfpreíTe  dalle  medefime  lettere,  haltera  alia  fteffa  lettera 
prefiggere  tal  numero  ,  che  contenga  tante  unita,  quante 
volte  ella  c  pofta; e  pero  la  fomma  di  ac  con  ac  con  ac9 

cioé 
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croé  ác+aC'+ac  fará  ¿ac,  e  quefto  numero  fi  chiama__* 
coefficienre  numérico  .  Che  fe  le  quantitá  da  fommaríi 
dalle  fteíTe  lettere  denomínate  averanno  in  oltre  coefR- 
cienti  numerici ,  íi  fommino  eíTi  coefficienti  coa  la  regola 
ordinaria  del? aritmética;  cosí  la  fomma  di  ia  con  $a  coa 
b  con  ¿\b  fará  ja  ■+  5¿;  cosí  la  fomma  di  a  con  3&  coa 
—  ic  con  7^  con  50  fará  ¿  4-  $b  —  2¿r  -+  7c  •+  5^,  ma  0  -+50 
fanno  e  —  2?+.  7c  fanno  5^  dunque  la  fomma  iará 
6a  +  $b  +  fe:* 

Delta  Sottrazione  delle  Quantita  femplici  infere* 

6.  Per  fottrarre  una  quantitá  da  un'altra  fimuta  il  fe- 
gno  a  quella,  che  fi  deve  fottrarre,  e  col  fegno  mutato  íi 
fcrive  preíTo  l'altra .  Per  fottrarre  b  da  a  íi  fcriva  a  —  b  \  do- 
ve  avvertaíi ,  che  fe  a  fará  quantita  maggiore  di  b9  il  reíi- 
duo  della  fottrazione,  cioé  la  differenza  fará  pofitiva;  e_* 
fe  b  fará  maggore  di  a,  eíTa  differenza  fará  negativa-, . 
Per  fottrarre  da  bbc,  fi  faccia  bhc—aff\  per  fottrarre  23 
da  íi  faccia  5¿—  2.2;  ma  chique  a  meno  due  a  fanno 
tre  a9  adunque  il  refiduo  fará  3^; per  fottrarre  —b  da  a, 
fi  fcriva  a  +  b.  Né  paja  ftrano,che  nel  fottrarre  —  b  quan- 
titá  negativa  eíTa  divenga  pofitiva,  onde  il  refiduo  fia_* 
a+-b;  imperciocché  il  fottrarre  una  quantitá  da  un'altra  é 
lo  fteílo,  che  il  cercare  la  differenza  tra  eíTe  quantitá;  ora 
la  differenza  tra  a,Q  —  bb  appunto  a  b  in  quella  guifa , 
che  la  differenza  tra  un  capitale  di  cento  fcudi  e  un  de- 
bito di  cinquanta  é  cento  cinquanta;  perché  dall'averc 

cento 


6  INSTITUZIONI 

cento  all'avere  nulla  v'é  differenza  di  cento  ,  e  dall'  ave- 
re  nulla  all'avere  cinquanta  di  debito  vi  é  cinquanta  di 
differenza;  adunque  dal  capitale  di  cento  al  debito  di  cin- 
quanta vi  fará  differenza  di  cento  cinquanta .  Cosí ,  per  la 
flefía  ragione,  a  fottrarre  b  da  —  a  fi  ferive  —  a—  b;  e  per 
fottrare  —  b  da  —  a  fi  ferive  —  a-bb. 

Della  Moltiplicazione  delle  Quantita  femplici  infere  ¡ 

7.  Le  quantita  femplici  fi  moltiplicano  con  lo  ferive- 
re  l'una  unitamente  ali'altra  fenza  alcun  fegno  frappolio, 
e  ció  che  rifulta  chiamaft  il  prodotto ,  ficcome  chiamaníl 
i  moltiplícatori  le  quantita,  che  tra  loro  fi  moltiplicano. 
Ma  intorno  al  fegno  ,  che  devefi  prefiggere  ad  eíli  pro- 
dotti,  é  regola  genérale,  che  fe  le  quantita  moltiplican- 
tefi  fono  ambe  pofitive ,  o  ambe  negative ,  al  prodotto  íi 
prefigge  fempre  il  fegno  pofitivo;  fe  una  di  effe,  qualun- 
que  ílafi,  é  pofitiva,  l'altra  negativa,  al  prodotto  fi  pre- 
figge fempre  il  fegno  negativo.  La  ragione  di  ció  é ,  che 
la  moltiplicazione  altro  non  é,  che  una  proporzione  geo- 
métrica, il  di  cui  primo  termine  fiahinita;  il  fecondo,  e 
terzo  termine  le  due  quantita,  che  devoníi  moltiplicare  ; 
y  ed  il  quarto  il  prodotto,  e  per  tanto  pofti  in  ferie  Tuniu 

per  primo  termine,  Puno  de'  moltiplícatori  per  fecondo , 
Taltro  moltiplicatore  per  terzo;  poiché  il  quarto,  per  la_* 
natura  della  proporzione  geométrica  ,  deve  eíTere  molti- 
plo  del  terzo,  come  il  fecondo  é  moltiplo  del  primo;  fe_* 
il  fecondo,  e  terzo  termine  fono  pofitivi ,  cioé  fe,  per 

efem- 
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efempio,  é  1,  a  ::  by  al  quarto,  eíTendo  I'unitá,  cioé  il 
primo  pofitivo,  dovrá  puré  eíTere  pofitivo  il  quarto.  Sia_. 
negativo  il  fecooáo,  e  pofitivo  il  terzo  ,  cioé  fia  1 ,  -  a  : :  b, 
al  quarto ;  do  ven  do  il  quarto  eíTere  moltiplo  del  terzo ,  co- 
me il  fecondo  é  moltiplo  del  primo,  ed  eíTendo  negativo 
il  fecondo,  dovrá  puré  il  quarto  eíTere  negativo.  Sia  pofi- 
tivo il  fecondo,  negativo  il  terzo,  cioé  fia  1 ,  a  : :  —  b,  al 
quarto;  dovendo  il  quarto  eíTere  moltiplo  del  terzo,  come 
il  fecondo  é  moltiplo  del  primo,  ed  eíTendo  il  fecondo,  ed 
il  primo  pofitivi,  ed  il  terzo  negativo,  non  potra  il  quar- 
to eíTere  fe  non  negativo.  Sieno  finalmente  il  fecondo, 
ed  il  terzo  negativi,  cioé  fia  1 ,  —  a  : :  —  b,  al  quarto  ;  ef- 
fendo  il  fecondo  moltiplo  negativo  del  primo,  bifognerá 
che  il  quarto  fia  moltiplo  negativo  del  terzo;  ma  il  terzo 
é  negativo,  dunque  dovrá  il  quarto  eíTere  pofitivo  .  Adun- 
que  il  prodotto  di  a  in  b  fará  ab;  quello  di  a  in  -b  fará 
_  ab ;  di  -  a  in  b  fará  puré  —  ab  ;  di  -  a  in  —  b  fará  áb ; 
di  a  in  b  in  c  fará  abc\  di  a  in  —  b  in  c  fará  —abe,  perché 
a  in  —  b  dará  —  ab,  e  —  ab  in  c  dará  —  abe;  ed  il  prodot- 
to di  —  #  in  —  b  in  c  fará  abe. 

Se  le  quantitá  da  moltiplicaríi  aveíTero  dei  coefficien- 
ti  numerici,  íi  moltíplicano  efli  coefficienti  con  k  folita^ 
regola  de'  numeri,  ed  il  prodotto  fi  prefigge  al  prodotto 
delle  lettere;  onde  il  prodotto  di  6a  in  —  Sbe  fará  —¿{Sabe; 
il  prodotto  di  2a  in  —  ib  in  —3^  fará  nabe,  e  cosí  degl' 
altri  ec. 

8.  Ora  poiché  il  prodotto  di  a  in  a  b  aa;  dlainaln  *  f 

o  di 
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o  di  aa  in  a  é  aaa ;  di  ain  ain  a  in  a9  o  fia  di  aaa  in  a  e 
¿uz**,  e  cosí  fucceíTivaraente ;  per  non  replicare  tante  volte 
la  medefima  lettera  íi  fuole  fcrivere  az  inluogodi  aa  ,  a%  in 
luogo'  di  aaa,  a*  in  luogo  di  aaaay  e  cosí  degl'altri ;  cioé 
fcrivendo  fopra  la  lettera  tal  numero,  che  contenga  tantc 
imita,  quante  volte  dovrebbe  eíTere  replicata  eíTa  lettera, 
e  tale  numero  fi  chiama  l'efponente  ;  fi  fuole  pero  fcrive- 
re indifferentemente  tanto  aa9  quanto  az ;  non  cqsí  di  pro- 
dotto maggiore . 

p.  Comecché  il  prodotto  di  un  numero  moltiplicata 
in  fe  fleíTo  fi  chiama  il  quadrato  di  quel  numero,  o  fia  la 
feconda  poteítá ,  e  fe  querto  prodotto  di  nuovo  fi  molti- 
plica  nello  fteíTo  numero  ,  il  nuovo  prodotto  fi  chiama_* 
il  cubo ,  o  la  terza  poteftá  delio  fteíTo  numero  ,  ed  il  pro- 
dotto del  cubo  nel  numero  íi  chiama  il  quadrato  quadra- 
to 5  o  la  quarta  poteíU  ,  e  cosí  íucceffivamente  $  cosí  puré 
a  moltiplicato  in  a,  cioé  aa  fi  chiama  il  quadrato  di  a ,  o 
la  feconda  potelU  di  a,  a1  il  cubo,  o  terza potetU,  a4  la 
quarta  ec.  Sara  dunque  aíTai  diverfo  la  da  az ,  eíTendo  il 
primo  la  fomma  di  a  con  a  ,  cioé  a+  a  ,  ed  il  feconda 
il  quadrato  di  a9  e  cosí  fi  dicadÍ3¿  ed  a1  ,  di  40  ed  a*  ec. 
Ma  poiché  il  prodotto  di  con  * ,  e  di  —  con  —  é  fem- 
pre  pofitivo,  ne  viene,  che  tanto  il  quadrato  di  a,  quanto 
di  —a  fará  fempre  aa  quantitá  pofitiva;  all'oppofto  ilcubo 
di  a  fará  bensi  pofitivo,  mafará  negativo,  cioé  —  ¿3  il  cubo 
di  —  a,  perché  —  a  in  —  a  fa  aa,  ed  aa  in  —a  fa  —  a1 « 
Cosí  fara  pofuiva  la  quarta  poteftá  tanto  di  a,  quanto  di 
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—  a  ;  e  generalmente  quando  l'efponcnte  della  poteftá,  a_ 
cui  fi  vuole  elevare  la  data  quantitá  ,  fia  numero  parí,  o  fia 
pofitiva,  o  fia  negativa  la  quantitá,  ció  che  rifulta  fará 
fempre  poíitivo ;  e  quando  Tefponente  fia  difpari ,  fe  la^ 
quantitá  é  pofitiva,  ció  che  rifulta  fará  poíitivo  ,  e  fará 
negativo  quando  la  quantitá  fia  negativa, 

Della  Divijlone  delle  Quantitá  femplici  intere. 

10.  La  divifione  é  un'operazione  oppofta  alia  molti- 
plicazione,  e  ció,  che  quefta  compone,  quella  rifolve;  poi- 
ché  ab  é  il  prodotto  di  a  in  b3  cosí  dividendo  ab  per  a  ÍI 
avrá  b  y  e  dividendo  per  b  fi  avrá  a  ;  dividendo  abe  per 
be  avraífi  a  ,  e  dividendo  per  a  avraffi  be  ,  e  dividendo 
per  c  avraffi  ab  ec.  La  quantitá  da  dividerfi  fi  chiama  il 
dividendo;  quella ,  per  cui  fi  divide,  fi  chiama  il  divifore ; 
e  ció,  che  rifulta  dalla  divifione,  dicefi  ilquoziente.  Adun- 
que  ogni  qualvolta  nel  dividendo,  e  nel  divifore  vi  fono 
le  fieíTe  quantitá,  fi  tolgano  eíTe  in  quel  modo,in  cui  fono 
nel  divifore,  dal  dividendo  cancellandole ;  e  ció,  che  ri- 
mane,  fará  il  quoziente,  quindi  fe  fi  divida  aa  per  a¡  ií 
cjuoziente  fará  a ;  fe  fi  divida  a1  per  a ,  il  quoziente  fará  aa ; 
fe  fi  divida  a1  bl  per  aa  bb ,  il  quoziente  fará  ab  ;  che  fe  in 
oltre  il  dividendo,  e  divifore  aveíTero  coefficienti  numeri- 
ci ,  fi  dividano  eífi  con  la  regola  ordinaria  dell' aritmética, 
ed  ¡1  quoziente  numérico  fi  prefigga  al  quoziente  letterale, 
e  pero  dividendo  3^  b%  per  ^fc  ,  ilquoziente  fará  a1  ;  divi- 
dendo ¿óaafr  per  Sab3  il  quoziente  fará  jabbi  e  qui  notifi , 

B  che 
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che  qualora  la  quantita.  da  dividerfi  lia  la  ítefía  del  divifore, 
come  farebbe  a  dividere  b  per  b,  Ja1  per  ja1  ec,  il  quo* 
ziente  é  l'unitá;  e  la  ragione  é  chiara,  perché  il  dividere  é 

11  ricercare  quante  volte  il  divifore  entri  ovvero  fia  nel  di- 
videndo . 

11.  Quando  poi  il  dividendo,  e  divifore  non  abbiano 
quantita  o  lettera  comune,  per  cui  poíTa  farü  la  divifione_> 
nel  modo  fuddetto,  come  farebbe  a  dividere  a  per  b,a}  per 

le,  ¿aabb  per  ice  ec,  ü  fenvono  cosí  ~  ,   ¿¿-,~íCC-  ec  , 

cioé  il  dividendo  al  di  fopra,edil  divifore  al  di  fotto  d'una 
lineetta,  e  fi  intende,  che  a  debbafi  dividere  per  b,  a1  per 
be  ec,  e  quefte  chiamanfi  frazioni;  la  quantitá  poi  fopra_. 
la  lineetta  dicefi  il  Numeratore,  quella  di  fotto  il  Deno- 
minatore .  Che  fe  alcune  delle  lettere  del  divifore ,  ma  non 
tutte,  foffero  comuni  con  la  quantita  da  dividerfi ,  fi  tol- 
gano  le  comuni  dall'uno  ,  e  dall'altra  ,  e  del  rimanente  fe 
ne  formi  una  frazione;  cosí  dividendo  a3  bb  per  ¿abee,  fará 

a2  b 

il  quoziente  e¿  ;  dividendo  loak*  per  i^bcc,  fará  il  quo- 

labb 

ziente  y-  ec 

12.  Ma  perche  puó  eíTere  pofitivo,  o  negativo  edil 
dividendo,  ed  il  divifore,  é  neceíTario  in  ciafeuna  combi- 
nazione  de*  cali  fiíTare  la  regola  per  lo  fegno  da  prefiggeríi 
al  quoziente.  Quefta  é  la  fteíía  di  quella,  che  ferve  per  la 
moltiplicazione ,  vale  a  diré ,  che  fe  il  dividendo ,  ed  il  di- 
Tifore  averanno  arabi  il  raedefimo  fegno  pofitivo,  o  nega- 
tivo, 
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tivo,  il  quoziente  fará  ferapre  pofitivo,  e  fe  averanno  fe. 
gni  contrarj,  il  quoziente  fará  negativo.  La  dimofirazionc 
dipende  da  quella  de'  fegni  della  mokiplicazione  ;  imper- 
ciocché  ficcome  la  mokiplicazione  é  una  proporzione,  il 
di  cui  primo  termine  fia  l'unitá;  il  fecondo,  ed  il  terzo  i 
due  moltiplicatori ;  ed  il  quarto  il  prodotto;  cosí  la  divifio- 
ne  é  la  fteíTa  proporzione,  ma  inverfa,  il  di  cui  primo  ter- 
mine é  il  dividendo;  il  fecondo  il  divifore;  il  terzo  il  quo- 
ziente; ed  il  quarto  l'unitá.  Abbiaíi  da  dividere  £  ab  per 
±,  by  fará  dunque  la  proporzione  ¿  ab  ,  ¿  b  ;  \  *a ,  i  ( pon- 
go al  terzo  termine,  cioe  al  quoziente  il  fegno  * }  non  fa- 
pendofi  per  ora  fe  debba  eíTere  pofitivo ,  o  negativo  )  ora 
confiderata  quefia  proporzione ,  come  quella  della  moki- 
plicazione ,  ma  inverfamente  pofta ,  fi  fa  che  eíTendo  pofi- 
tivo  il  fecondo  termine  b,  non  potra  eíTere  pofitivo  il  pri- 
mo ab  fe  non  fia  politivo  il  terzo  a  ;  cd  eílendo  negativo 
il  fecondo  b3  non  potra  eíTere  negativo  il  primo  ab  fe  non 
fia  pofitivo  il  terzo  a;  e  peró  nella  divifione  quando  fieno 
pofitivi,  o  negativi  i  dueprimi,  cioé  il  dividendo,  ed  il  di- 
vifore, biíhgnerá  che  fia  poíitivo  il  terzo,  cioé  il  quozien- 
te. Iíteffamcnte  puré  non  puó  nella  fieíTa  ferie,  o  propor- 
zione eíTere  pofitivo  il  fecondo  b,  e  negativo  il  primo  ab y 
o  puré  negativo  il  fecondo  b,  e  pofitivo  il  primo  ab  fe_* 
non  fia  negativo  il  terzo  a;  adunque  nella  divifione  eíTen- 
do pofitivo  il  dividendo,  e  negativo  il  divifore,  o  puré  all" 
oppofio  ,  dovrá  necesariamente  eíTere  negativo  il  quo- 
ziente , 

B  2  II. 
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13.  Per  qtietfa  ragione  fará  dunque  lo  fleííb  fcrivere., 

per  cfempio,  zj >come  7,  imperciócché  fe  a  pofitivc 
devefi  dividere  per  b  negativo,  dunque  il  quoziente  devc 
cíTere  negativo;  come  puré  é  lo  11  eíTo  fcrivere       ed  -7. 

Bella  Eflrazione  dclle  Radici  dalle  Quantita  femplici  infere  l 

14.  Come  evvi  nelle  poteftá  il  quadrato,  il  cubo,  la 
quarta  poteílá,  la  quinta  ec ;  cosí  tra  le  radici  vi  é  la  qua- 
drata o  fiafeconda,  la  cubica  o  fiaterza,  la  quarta,  la^ 
quinta  ec.  La  denominazione  della  radice  íi  chiama  il  di 
lei  Índice ,  e  pero  1' índice  della  radice  quadrata,  o  fia  fe- 
conda  é  il  due;  della  cubica,  o  fia  terza  il  tre  ;  dtlla  quar- 
ta il  quattro  ec;  e  per  cavare  la  radice  da  una  data  quan- 
tita devefi  ritrovare  quell*  altra  quantita,  la  quale  moltipli- 
cata  in  fefieíTa  tante  volte  una  meno,  quante  fono  le  unirá 
neli' índice  della  radice ,  abbia  prodotta  la  quantita  propo- 
ftaj  cosí  a  fará  la  radice  quadrata  di  aay  la  cubica  di  a1  ,  la 
quarta  di  a*  ec;  iíteílamente  la  radice  quadrata  di  aabb  fa- 
rá áb\  di  \6aabbcc  fará  la  radice  quadrata  ^abc;  la  cubica^ 
di  2ja*  xl  fará  $ax3  e  cosí  dell'altre. 

15.  E  poiché  il  prodotto  del  meno  col  meno  é  fem- 
pre  pofitivo,  come  di  fopra  fi  é  veduto,  quindi  é,  che  la 
radice  quadrata  di  aa  fará  tanto  a9  quanto  —  a9  cioé  ±^a*9 
mon  cosí  della  cubica,  la  quale  fará  pofitiva  fe  fia  pofitivo 
il  cabo,  e  fará  negativa  fe  fia  quello  negativo,  poiché  il 
cubo  di  a  fará  a3  >  e  —  a*  quello  di  —  a;  bensi  la  radica 

quarta 
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quarta  fará  e  pofitiva,  e  negativa;  e  generalmente  parlan- 
do, la  radice  d'indice  pari  fará  ferapre  e  pofitiva,  e  nega- 
tiva; d'indice  difpari  fará  pofitiva  fe  pofitiva  la  quantitá 
propofla,  e  negativa  fe  fia  qtiella  negativa.  E  perché,  per 
la  íleíTa  natura  def  fegni  nella  moltiplicazione,  neífuna^ 
quantitá  pofitiva,  o  negativa  puó  mai  generare  poteftá  ne- 
gativa d'efponente  pari;  cosí  é  impoíTibile  ritrovare  radice 
d'indice  pari  di  quantitá  negativa.  Quefte  tali  radici  d'in- 
dice pari  di  quantitá  negativa  íi  chiamano  impoíTibili  ,  o 
immaginarie;  fará  dunque  immaginaria  la  radice  quadrata 
di  —  aa ,  la  quarta  di  —  a* ,  la  quadrata ,  e  feíla  di  —  a6  ec. ; 
e  fará  vera,  e  reale  la  radice  terza  di  —  a3  5  la  quinta^ 
di  —  a%  ec. 

16.  Ma  il  piü  delle  volte  la  propofta  quantitá,  di  cui 
fi  vuole  la  radice,  non  fará  un  quadrato,  un  cubo,  o  altra 
potcrtá  nata  dalla  moltiplicazione  di  quantitá  razionale  in_a 
fe  fteíTa,  ma  fará  un  prodotto  d'altra  natura,  come  áb , 
abe  ec;  in  quefti  cafi  fi  fa  ufo  di  quefto  fegno  i/}  ch<L* 

chiamafi  vincolo  radicale,  onde  r  ab  9  o  femplicemente_* 

rab  vorrá  diré  radice  quadrata  di  áb3  ^  abe  vorrá  dire_# 

radice  cuba  di  abe,  e  cosí  radice  quarta  ,  radice^ 
quinta  ec,  e  quefte  tali  quantitá  affette  dal  vincolo  radica- 
le fi  chiamano  Irrazionali . 


DeJla 
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Dolía  Somma  delle  Quantita  compofle  infere  1 

17.  Dalla  fomma,  o  fottrazione  delle  quantuá  fem- 
plici  nafcono  le  comporte.  Per  fommare  querte  puré  harta 
fcriverle  una  dopo  l'altra  con  que'  fegni  9  che  haono .  Per 
fommare  adunque  a  4*  b  con  c-~  d9  fi  fcriva  a  4-  b  4-  c  —  d  ; 
per  fommare  2aa  —  xx  con  $cc-h2yy9  fi  faccia  iaa  —  xx 
4-  3^4-  2j/y;  per  fommare  aa—xx  con  ##4-  yv  ,  íi 
faccia     ^  xx  +-bb+  xx    yy\  ma  qui  oífervifi ,  che  — 

e  4-  xx  fi  elidono,  e  dirtruggono,  adunque  cancellan  que- 
rti5  la  fomma  fará  ¿¿7  +  bb*-yy\  per  fommare  laa— ¿bb 
pon  ¿#  4-  -h  ,  fi  fcriva  2¿¿  -*  $hb  4-  ¿4  4-  ííí  f  yy ;  ma 
20^4-00  fanno  ^aa9  e  —  2¿$  fanno  —  3¿¿,  adunque 
la  fomma  fará  300—  tfib+yy. 

Della  Sottrazione  delle  Quantita  compofle  infere , 

18.  Si  mutino  i  fegni  alia  quantita,  che  fi  vuol  fot- 
trarre,  indi  con  i  fegni  cosí  mutati  fi  fcriva  preíTo  quella , 
da  cui  fi  vuolfare  la  fottrazione.  Per  fottrarre  c~  d  da^ 
a+  b  fi  fcriva  a*-b  —  c+-d9  ela  ragione  é  chiara,  imper- 
ciocché  fottraendo  la  fola quantita  c,  e  fcrivendo  a  +  b-c 
giá  fi  avrebbe  fottratto  troppo  3  perché  devefi  fottrarre^ 
c~d,  cioé  la  fola  differenza  di  c  e  di  d,  e  pero  li  avrebbe 
fottratto  piü  del  dovere,  quanto  é  la  quantita  d,  adunque 
per  avere  giuíla  la  fottrazione  bifognerá  aggiungere  eíTa^ 
quantita  d9  e  fcriverp  a-hb~c+-d;lo  rteíío  dicafi  delle* ' 

quan- 
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quantita  piü  comporte  .  Per  fottrarre  a+-  $b  da  $a+-  2b, 
fi  fcriva  30  4-  ib  -  a  —  3&,  e  facendo  la  riduzione  dei  ter- 
mini fimili,  poiché  $a  —  a  é  20,  e  2¿— 3&  é  fará 
il  refiduo  2a- b;  per  fottrarre  aa— 2ab  da  2aa  —  ab,  íl 
fcriva  2¿¿  ~ab  —  aa+*  20b  ,  cioé  aa-h  ab  ;  per  fottrarre 
3¿£  2fo  +■  2¿yí  da  <jab—  ¡$c  +-  2cd ,  fi  fcriva  5^  -  ¿{be 
+  2cd—7>ab+~  2bc  —  2^  ,  cioé  facendo  la  riduzione^ , 
lab  —  2fc . 

Dell  a  Moltiplicazione  del  le  Quantita  compojle  infere . 

ip.  Intefa  la  regola  del  moltiplicare  le  quantita  in- 
complefTe,  é  fac  liffima  quella  delie  comporte.  Si  fcriva-, 
adunque  Puno  de*  moltiplicatori  fotto  l'altro,  all'ufo  delL* 
aritmética  volgare  ,  indi  per  ciafcun  termine  dell'uno 
de*  moltiplicatori  fi  moltiplichino  tutti  i  termini  dell'altro 
con  la  data  regola  delle  quantita  fempixi,  in  quello,  che 
rifulta  ,  fi  faccia  al  folíto  la  riduzione  de'  termini  fimili  5  ed 
avraffi  il  prodotto .  Abbiafi  da  moltiplicare  a  +■  b  —  c  per  x ; 

a  4,  b  —  c 

fi  fcriva   *     ,  fi  moltiplichi  per  x  ciafcun  termi- 

ax  4-  bx  —  ex 

ne  dell'altro  moltiplicatore  porto  al  difopra,  e  fara  il  pro- 
dotto ax+bx—cx  .  Abbiafi  da  moltiplicare  2¿z+*3¿  —  c 

ia  4-  \b  —  c 

per  3#  —  2y,  fi  fcriva  lx~zl  ,  per  lo 

6ax  4-  <$bx —  $cx  —  4¿zy  _  6by  +  icy 

termine  3*  fi  moltiplichino  tutti  i  termini  della  quantita 
porta  al  di  fopra,  indi  fi  faccia  lo  rteíTo  per  lo  termine 
—  2y ,  e  fe  altri  termini  vi  foílero  al  di  fotto  fi  farebbe  lo 

fteflb; 
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fteíTo  J e  fará  il  prodotto  6ax  +•  $>bx  —  ^cx  —  4ay  —  +.  ley » 
Né  importa,  che  l'operazione  íi  cominci  a  delira,  o  a_. 
íiniftra  rifpetto  alt'uno,  ed  all'altro  de*  moltiplicatori ,  fle- 
cóme nulla  importa ,  che  di  eííi  piuttofto  l'uno,  che  lialtro 
fi  feriva  fopra  o  fotto,  e  che  fi  ponga  il  tale  o  tal'altro 
termine  per  primo.  Abbiafi  da  moltiplicare  aa-hxxpet 
aa  —  xx,  adunque  fi  ícriva  «n-** 

*  1  ÜQ  — "  XX 

ed  il  prodottO  fará  aaxx—  aaxx—  x* 

ma  aaxx  — aaxx  íi  elidono  ;  adunque  il  prodotto  fará 
cf  —  x* . 

Nelle  moltiplicazioni  lunghe,  per  maggior  facilita  di 
ridurre  i  termini  fimili ,  torna  aífai  cómodo  lo  ferivere  eííi 
termini  fimili,  che  ntlla  mohiplicazione  fi  gencrano,  uno 
fotto  Pal  tro  in  quefta  guifa 

fl  moltiplichi        4a*  4-  3aab  —  zabb  +  ¿5 
per  aa  —  $ab  4-  Cbb 

4a%Jr\*+b  —  ia*  bb  +  aab*  *-5«¿4  4-6¿« 
—  zca*b  —  \^albbJr  xoaab  l—  izab* 
•H  14.a*  bb+>  ilaab* 

dove  prefto  fi  vede,  che  3¿4&—  2o#4&fanno  —  17a* h;  che 
—  ta*bb  —  \^a%bb^  24a3 ¿¿fanno  ja1  bb\  che aab3  iodwfc* 
4*  i8¿f£¿*  fanno  zpaab*;  che  —  ^ab^—  i2#&4fanno~  17^ 4 ; 
c  pero  il  prodotto  fará  finalmente  4^ 5  —  \7a*b+  7albb 
¿hipaab*—  ijab*  +  6b* . 

20.  Alie  volte  e  fuperfluo  il  fare  l'attual  moltiplica- 
zione  nella  guifa,  che  íi  é  detta,  hartando  femplicememe 
I* indicarla,  il  che  fuole  farfi  per  mezzo  diqueftofegno  X, 

e  col 
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c  col  tirare  una  retta  fopra  ciafcuno  de*  moltiplicatori ,  la 
guale  fi  eiienda  fopra  tütti  que'  termini,  che  entraño  nella 

moltiplicazione ;  cosí  aa+  xxX  a¿        vorrá  diré  il  prodot- 

to  di aa  +-  xx  in  aa — xx ;  ma  nella  quantitá  aa+*  xx  X  cía — xx 
±z  a*  non  eíTendo  il  termine  ±  a*  fotto  la  retta  linea,  non 
''s'intende  egli  comprefo  nella  moltiplicazione  di  modo, 
che  cosí  fcrivendo  vorrá  diré  il  prodotto  di  aa  xx  in-. 
aa  —  xx  ,  al  quale  prodotto  é  in  oltre  aggiunto,  o  fot- 
tratto  a*  . 

21.  In  quella  guifa  ,  che  nelle  quantitá  femplici  il 
prodotto  di  a  in  a  diceíi  il  quadrato  di  a,  il  prodotto  di 
aa  in  a  dicefi  il  cubo  di  a,  il  prodotto  di  a1  in  a  la  quarta-. 
poteftá  ec.  ;  cosí  nelle  quantitá  comporte  il  prodotto  , 

per  efempio,  di  a*-h  in  a+  b,  o  fia  a-*-bX  a  +  b  dicefi  il 
quadrato  di  a  +  b,  il  quale  non  volendoíi  formare  attual- 

mente  colla  moltiplicazione  ,  fi  fcriverá  cosí  a  -h  b  ;  iftef- 

faraente  a-h  b  \a*-b  fará  il  cubo ,  e  fi  fcriverá  a+  b  ; 

a+-b  Xa+-b,  o  puré  a  +  b  X a  +- b  diceíi  la  quarta  pote- 

ílá ,  e  fi  fcrive  a  -t-  b  ;  lo  fteíTo  intendafi  delle  quantitá  di 
pió  termini . 

Per  formare  anualmente  quefte  poteftá,  devefi  mol- 
tiplicare  in  fe  la  quantitá,  ed  il  prodotto  nella  ftefTa  quan- 
titá fuccefíivamente  tante  volte  una  meno,  quante  unitá 
contiene  il  numero  dell'efponente  di  eíTa  poteftá  ,  che  fi 
defidera .  Ma  per  la  feconda  poteftá,  cioé  per  lo  quadra- 

C  te, 
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to,  ii  puó  abbreviare  l'operazione  cosí  :  Se  la  quantitá  e 
un  binomio,  cioé  di  due  termini,  come  a  iz  b ;  fi  faccia  il 
quadrato  del  primo  termine ,  indi  fe  gli  ferivano  appreífo 
i  due  rettangoli ,  cioé  due  volte  il  prodorto  del  primo  ter- 
mine bel  fecondo  con  quel  fegno  ,  che  porta  la  regola^ 
della  moltiplicazione ,  e  finalmente  fi  aggiunga  il  quadra- 

to  del  fecondo  termine  •  Cosí  a  m  b  fará  aa*-  idb  +•  bb  ; 

a  —  b  fará  aa — 2ab+-  bb;  — a  —  b  fará  aa+-2ab+*bb.  Se 
la  quantitá  fofTe  un  trinomio,  cioé  di  tre  termini,  fi  feri- 
vano in  oltre  i  due  rettangoli  del  primo  termine  nel  ter- 
zo, e  due  altri  rettangoli  del  fecondo  nel  terzo  (intenden- 
do  ,  che  quefti  rettangoli  abbiano  que*  fegni,  che  porta  la 
moltiplicazione  )  e  finalmente  il  quadrato  del  terzo  termi- 

ne .  Cosí  a  +•  b  —  c  fará  egli  aa  +-  zab+-  bb — iac — ibc+-  ce . 
Se  la  quantitá  fará  unquadrimonio,cioédi  quattro  termini, 
fi  ferivano  in  oltre  due  volte  i  rettangoli  de'  primi  tre  termini 
nel  quarto,con  di  piüil  quadrato  di  efib  quarto  termine  ec. 

22.  Ma  rifpetto  alie  quantitá  binomie  puó  fervire  il  fe- 
guenteCanone  genérale  non  folo  per  elevarle  al  quadrato %, 
ma  a  qualunquepotefiá  m,  iniendendoper  m  unqualunque 
numero ,  Sia  dunque  p  +-  q  da  elevarfi  alia  potefiá  m ,  fará  eíTa 

p  +■  mp    q-r  mX m —  i  p     qq^mXm — i%m — 2  p  qs 

    ,      ni  —  .  f 

+-  m  X  m  —_i  X  m—2  X  m  —  3  p       q 4  ec. , e cosí  profe- 

"         i  4 
guendo  con  la  fieíla  legge  .  Dtb- 
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Debbali  adunque  fare  il  quadrato  di  p+-q  ,  in  quedo 
cafo  m  fará  2  ,  e  peró  foílituito  nel  canone  in  luogo  delia  m 
il  2 ,  fará  il  primo  termine/?/?;  il  fecondo  2pz*~lq,  cioé 

zpq;  il  terzo  2  X  2  —  1  p%~*qq9  ciob  qq  (  non  eíTendovi 

confiderata  la  quantitá  p,  perche  elevara  alia  poteftá  nulla 
íl  eguaglia  all'unitá,  come  íi  dimottrerá  al  numero  50.  ) 

il  quarto  2X2  —  1  X  2  —  2  X  />2  ~  *  ? 3  ,  ma2  —  2  élo 
z  1 

fleíTo  che  zero,  adunque  quefto  termine  é  moltiplicato 
per  zero ,  e  cosí  puré  ciafcun  de'  fuíleguenti,  onde  faran-  ■ 
no  eííi  ancora  zero,  e  peró  il  canotié  terminerá  col  terzo 
termine  ,  e  fará  il  quadrato  ricercato  pp  +-  ipq  *•  qq . 

Si  voglia  la  terza  poteftá  di  p  +.  q  ;  fará  m  —  3 ,  quindi 
fará  zero  il  quinto  termine  coi  fuíTeguenti  ,  e  la  ricer- 
cata  poteílá  (  fatta  la  follituzione  di  3  in  luogo  di  m  ) 
P 3  +-  3PP4  **  +-  ? 3  •  Se  la  quantitá  da  elevaríi  fará 
p — 0,bafterá  porre  il  fegno  meno  a  tutti  que*  termini , 
ne*  quali  la  q  é  a  poteíla  difpari . 

II  fuddetto  canone  ferve  non  folo  per  lo  binomio 
ma  Per  qualunque  altro  ancora;  e  pero  fi  voglia  la 
terza  poteíla  di  lax —  xx:  fifupponga  2axzzp,e — xxzzq, 
fará  m  =  3  5  indi  nel  canone  in  luogo  di  p,  e  delle  poteüá 
di  p  fi  folbtuifca  2ax  ,  e  le  corrifpondenti  fue  poteñá  ,  lo 
íleíTo  fi  faccia  di  — xx  in  luogo  di  q  ,  e  dcile  fue  poteftá  , 
e  íi  ponga  3  in  luogo  di  m  9  e  fará  Sa 3 x 3 — uaax*  +* 
6axs  —  x6  •  ■ 

C  2  Anzi 
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Anzi  potra  cgli  fervire  per  qualunque  polinomio  t 
cioé  per  qualunque  quantitá  comporta  di  piü  termini ,  che 
di  due.  Sia  il  trinomio  a+-b — c  da  elevarfi  alia  terza  po- 
teftá,  fará  dunque  m—  3;  fi  ponga  a—p,  e  b — c  —  q,  indi 
furrogato  a9  e  le  fue  poteñá  in  luogo  di  p9  e  delle  fue  po- 
teftá ,  ficcome  in  luogo  di  q ,  e  fue  poteftá  foftituito 

b  —  cf  e  fue  corrifpondenti  poteftá,  fará  a*    $aaXb — * 

+-  $aXb  —  c  +■  b  —  c*,  cioé  ¿7 3  +.  $aab — ^aac^r  $abb — 6abc 
•h$acc+-b%  —  *$bbc  *~  *$bcc —  cl  . 

Della  Divifione  delle  Quantith  compofte  infere* 

23.  Tre  combimzioni ,  o  fiano  tre  divertí  cafi  pof- 
fono  darfi  intorno  alia  divifione  delle  quantitá  compleífe  ; 
il  primo  quando  fia  compleíTa  la  quantitá  da  dividerfi  ,  e 
femplice  il  divifore;  il  fecondo  quando  fia  femplice  quel- 
la,  e  comporto  quefto;  il  terzo  quando  fiano  comporti  c> 
Tuna,  e  l'altro.  Quanto  ai  primi  due  cafi  barta  far  ufo  del- 
la regola  delle  quantitá  femplici  •  Nel  primo  cafo  íi  divida 
ciafcun  termine  della  quantitá  propofta  per  lo  divifore  y  e 
nafcerannointieri  ^orotti^oin  parte  intieri,  ed  in  parte  rot> 
ti,  come  portera  la  natura  della  divifione  nelle  quantitá  fem- 
plici .  Cosí  dividendo  aa+-ab — ac  per  avraífi  a  +-b  —  c; 
dividendo  4ab  —  6bc+-  xx  per  ib,  avraífi  za  —  3c  +.  xx  ; 

IT 

dividendo  qab  —  Wf  $xx  per  3c,  avraífi  ¿\ab  —  cc-h  ^xx, 
o  fia  ¿[ab —  c  4-  xx  •  Nel  fecondo  cafo  fi  feriva  il  divifore 

fotto 
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fotto  al  dividendo,  all'ufo  delle  frazioni,  e  fe  irt  ciafcan 
termine  del  numeratore  ,  e  del  denominarore  vi  fará 
qualche  quantitá  comune  ,  fi  cancelli  quefta;  e  ció,  che 
rimane,  fará  fempre  una  frazione  .  Dividendo  peró  30 3  b 
per  aa —  ax    ab,  fará  il  quoziente  $a  zb  .  Dividendo  6a+ 

a—x+>  b 

per  laa —  iax  +■  2xx  ,  fará  il  quoziente       3¿z  + 

24.  Nel  terzo  cafo  fa  d'uopo  in  primo  luogo  ordina- 
re  il  dividendo,  ed  il  divifore  relativamente  ad  una  qual- 
che lettera,  che  fi  crederá  piü  a  propofito  ,  il  che  fi  fa-, 
ferivendo  per  primo  termine  e  nel  dividendo,  e  nel  divi- 
fore quello ,  in  cui  quefta  lettera  fi  trova  alia  maggior  di- 
menfione  o  poteftá,  per  fecondo  termine  quello,  in  cui 
quefta  fteífa  lettera  é  alia  poteftá  piü  proííima  ;  e  cosí  fue- 
ceffivamente  fino  a  que*  termini,  che  afFatto  non  conten- 
gano  eíTa  lettera,  i  quali  faranno  gli  ultimi.  Cosí  farebbe 
ordinata  relativamente  alia  lettera  a  la  quantitá  a*  laac — 
aab  —  ^abc^rbbc  ,  ed  il  divifore  a  —  b  .  Che  fe  fi  voleíTe 
ordinare  relativamente  alia  lettera  b  ,  fi  fcriverebbe  la., 
quantitá  cosí:  bbc  —  labe  —  aab  4-  a>  -h  2aac ,  ed  il  divifore 
cosí:  — b+-a  . 

Ció  porto,  la  divifione  fi  fa  in  quefia  maniera:  Si  di- 
vide il  primo  termine  del  dividendo  per  lo  primo  termi- 
ne del  divifore,  ed  il  quoziente  fi  ferive  aparte;  per  que- 
ño  quoziente  fi  moltiplica  turto  il  divifore,  ed  il  prodotto 
íi  fottrae  dal  dividendo;  fatta  la  fottrazione  ,  e  ridotti  i 

ter- 
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termini  ,  di  nuovo  fi  divide  nella  fteíTa  maniera  per  lo 
primo  termine  del  divifore  il  primo  termine  di  ció,  che  c 
rimado  nel  dividendo  ,  cioé  del  primo  refto  ^  e  quefto 
quoziente  fi  ícrive  preíTo  l'altro  con  que!  fegno  ,  che  devc 
avere  ;  indi  per  quefto  fecondo  quoziente  li  moltiplica 
tutto  il  divifore  ,  ed  il  prodotto  fi  fottrae  dal  dividendo  , 
cioé  dal  primo  relio  ?  ed  in  quefta  guifa  operando  fi  ripe- 
te  il  calcólo  fino  a  tanto  ,  che  dalla  fpttrazione  nulia  ri- 
manga,ela  fomma  di  tutci  i  quozienti  parziaii  fará  il  quo- 
ziente totale  nato  dalla  divifione  . 

Siadadividerfi  a3  +-  zaac — aab — >-$abc hhcpeva — bl 
Si  fcriva  la  quantitá  dadividerfi  in  (A)9  il  divifore  in  (£); 
diyiío  a 3  per  a>  il  quoziente  fará  aa9  che  íl  fcriva  in  (D), 
indi  fatto  il  prodotto  del  quoziente  nel  divifore ,  e  fottrat- 
to  dal  dividendo,  rimarrá  il  primo  refto  (M)  .  Si  divida^ 
il  primo  termine  2aac  di  quefto  refiduo  ( M)  per  lo  fteíTo 
primo  termine  a  del  divifore  ,  e  fcrivaíl  il  quoziente  2ae 
preíTo  l'altro  in  (D),  fi  fottragga  dal  primo  refto  (  M)  il 
prodotto  di  tac  nel  divifore  (B),  ed  averaífi  il  fecondo  re- 
fto (IV) .  Si  divida  il  primo  termine  — abe  di  quefto  fe- 
condo refto  per  lo  fttífo  termine  a  del  divifore  ,  ed  il  quo- 
ziente — be  ü  fcriva  in  (D)  vicino  agi'altri,  dal  fecondo 
refto  (IV)  fottraggafi  il  prodotto  di  —be  nel  divifore,  c_, 
nulia  rimane  ;  adunque  il  quoziente  fará  aa-htac—bc 
(A  )  a3  ■hzaae  —  aab  —  ^abc+-bbc       (£)  a  —  b 

IM)        taac — %ábc +<  bbc  t 

h      th„  \D)  aa+-  lac—bc 

(N)  — cibe  +■  bbc 

Sia 
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Sla  da  dividerfi  a 3  —  %$ab.  +-  $abb  —  b%  per  a — Si  fcriva 
il  dividendo  in  ( ^í)  3  il  divifore  in  (B)3  dividafi.  il  primo 
termine  a1  per  ¿7  ,  ed  il  quoziente  aa  it  fcriva  in  (D)5 
indi  fauo  il  prodotto  del  quoziente  nel  divifore,  e  fottrat- 
to  dal  dividendo,  rimarrá  il  primo  reflo  (M) ;  íi  divida 
il  primo  termine  di  quefto  relio  (  M)  ,  cioé  — zaab  per  lo 
íleílo  primo  termine  a  del  divifore,  e  fcrivaíl  il  quoziente 
. —  iab  preííb  I'altro  in  (D) ,  fottraggafi  dal  primo  refb 
(  M)  il  prodotto  di  —  zab  nel  divifore  ,  e  ÍI  avr á  il  fecon- 
do  relio  (2V)  ,  fi  divida  il  primo  termine  abb  di  quefto  fe- 
condo  reflo  per  lo  fleílb  primo  termine  a  del  divifore \ 
ed  il  quoziente  bb  fi  fcriva  in  ( D)  accanto  degl'altri,  fot- 
traggafi  indi  dal  fecondo  reflo  (N)  il  prodotto  di  bb  nel 
divifore  (  B)9  e  nulla  rimane;  adunque  il  quoziente  totale 
fai  k  aa  —  zab  +-  bb 

(A)  a1  —  3aab*-$abb  —  b2        (B)  a  —  b 
(Af)     — zaab+-iabb  —  bl        ,  n>  , 
\n)  abb-b>       lD)aa  —  iab+.bb 

Altro  Efempio 

Dividendo  zaa-h  $ab  +-  2¿¿ — ac — zbc ,     Divifore  a-t-  2¿ 
Primo  reílo        ab+-  zbb — ac — ibc,  Quoziente  za-hb  —  c 
Secondo  relio  — ac  —  zbc 

Altro  Efempio 

Divid.  prf4+-i2á,f  —  4i<?3  —  ¿?4,        Divifore  $dd — ee 
Primo  relio    1 2 d 5  * +■  3 ¿¿fe* — 4¿fe 5  —  e* ,  Quoz.  $dd+4de+ee 
Secondo  relio  $ddee  —  e* 

Altro 
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Altro  Efempio 

Dividendo  qaa  +  qab  —  tac  +-bb — ce  Divifore  ta  +•  b 
Primo  refto       lab —  tac  4-  bb  —  ce 
Secondo  refto  — tac — ce  Quoziente  ta  +•  b  — c 

Terzo  refto  be  —  ce 

Ma  qui  oflervifi  ,  che  1' ultimo  refto  be — ce  non  é 

divifibile  per  ta  ,  ed  in  confeguenza  non  puó  andaré 

avanti  l'operazione,  rimanendo  la  frazione  Be  —  ce,  e  que- 

fto  vuol  diré ,  che  la  propofta  quantitá  non  é  inter amenté 
divifibile  per  ta+-  b,  ma  folo  in  parte,  e  peró  fará  il  quo- 
ziente in  parte  intero,  ed  in  parte  rotto,  cioé  ta+-  b  —  c 
•4-  be — cc,o  puré  tutto  rotto,  ferivendo  ¿^aa+-^ab-  tac+  bb-cc . 

la  4-  b  ta+  l> 

Deli'Eftrazione  delle  Radici  dalle  Quantitá  compofle  inter e. 

25.  Come  nelle  quantitá  femplici,  cosí  nelle  compo- 
ile  la  radice  quadrata  di  una  qualunque  quantitá  é  quella, 
che  molriplicata  in  fe  fteíTa  á  prodotta  la  quantitá  data;  la 
cubica  quella,  che  moltiplicata  in  fe  due  volte,  la  quar- 
ta  tre  ec. 

La  maniera  di  cavare  la  radice  quadrata  nelle  quan- 
titá compleíTe  é  la  feguente ,  intendendo  peró ,  che  prima 
fieno  ordinati  i  termini  relativamente  ad  una  lettera  fe- 
condo,  che  é  flato  detto  al  numero  24. 

Sia  la  quantitá  aa  +-  tab •+-  &¿ ,  di  cui  fi  vuole  la  radice 
quadrata,  che  li  feriva  in  (d) ;  li  cavi  la  radice  quadrata 

dal 
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dal  primo  termine  aa,  e  fará  eíTa  a,  la  quale  íi  fcriva  in 
(B),  íi  fottragga  dalla  quantitá  propofta  (A)  il  quadrato 
di  eíTa,  cioé  ed  il  refiduo  íi  fcriva  in  (D),  indi  íi 
raddoppj  la  quantitá  4  fcritta  in  (B),.e  íi  fcriva  in  (Ai) , 
e  fará  eíTa  2a\  per  za  fi  divida  il  primo  termine  di  (D) , 
ed  il  quoziente  6  fi  fcriva  in  (E),  indi  íi  moltiplichi  il  di- 
vifore  2a  nel  quoziente  b,  e  fi  fottragga  il  prodotto  dalla 
quantitá  (D),  e  di  piü  da  eíTa  íi  fottragga  il  quadrato  di 
b ,  e  perché  nulla  rimane ,  fará  #  +-  b  la  radice  cercara 

(  A )  aa+-  2ab  +-bb       (B)  a  +  h 
(D)    zab+bb         (M)  2a 

Sia  la  quantitá  ¿*++.(Sáí3¿-t-  ^aabb—  i2ab*  +  4b  + .  Si 
fcriva  in  {A),  e  íi  eflxagga  la  radice  quadrata  dal  primo 
termine,  che  é  aa,  e  íi  fcriva  in  (E),  il  quadrato  di  aa 
fottraggaíi  dalla  quantitá  (A),  e  rimane  la  quantitá  (D) , 
fi  raddoppj  ¿w,e  fi  fcriva  in  (  Af),e  per  eíTo  raddoppiato, 
cioé  per  2aa,  dividaíi  il  primo  termine  del  primo  redo 
(D),  ed  il  quoziente  $ab  íi  fcriva  in  (B),  indi  fottratto  il 
prodotto  di  2,ab  nel  divifore  2aa  con  di  piii  il  quadrato  di 
eíTo  lab  dal  primo  reílo  (D),  rimarrá  il  fecondo  reílo 
(H)  .  Si  raddoppj  tutta  la  quantitá  (B),  e  fi  fcriva  iflu. 

(G)  ,  per  lo  primo  termine  di  eíTa  fi  divida  il  primo  ter- 
mine di  (H),  ed  il  quoziente  —  zbb  íi  fcriva  in  (fí) ,  e_, 
perché  fottratto  il  prodotto  del  quoziente  neí  divifore  (G) 
con  di  piü  il  quadrato  dello  ftefío  quoziente  dalla  quantitá 

(H)  ,  nulla  rimane  ,  fará  Lt  qiarititá  fcritta  in  (5), 

&  cioe 
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cioé  aa±<  xab-^-zbb  la  radice,  che  fi  cerca, 

(A)  a  +  +  6a*b  +  $aabb^  izab'  +  qb*    (B)  aa+$ab*-tbb 

(D)        6al  b  +  $aabb  —  j  2¿z¿3 +- 4¿4    (M>  zaa 

(H)  —Ofaabb—  \zabi^-ótb't  (G)zaa+6ab 

Ecco  l'Operazione  per  altri  Efempj. 

Sia  j/44-4¿iy5—  ■8«,y+4«4    Rad.  _yjn- —  za* 

Primo  refto     4^ 3  _  Sa  %y  +-  4.-7 4  2jy 
Secondo  reño      4^JK  —  %a  'y  +■  4^*      *jy  *  4^ 
Sara  adunque  la  radice  quadrata  2¿jty  —  2¿ra 

Sia  la  quantita 

1 6a  4  -  24¿¿aw  «■  1 6aabb+ 1  zbbxx+9x  4    Rad.  qaa-  3  a/a?-  2¿¿ 

I,  relio-  zqaaxx  - 1 6aabb+  1  zbbxx+  $x  4 

II,  refio         —  1  <5¿7tf2$  + 1  zbbxx  Saa  —  6xx 

III,  relio  —  4¿4 

Con  quefta  operaziane  fi  arriva  in  fine  all' ultimo  redo 
—  4&4,  il  quale  nop  é  d:v¡fibile  in  alcun  modo  per  Saa  , 
come  efigge  il  método,  che  in  querto  cafo  non  á  luogo  » 
Ció  vuol  diré,  che  dalla  quantita  propolla  non  ÍI  puó  at- 
tualmente  eftraere  la  radice  quadrata ,  e  peró  conviene», 
fervirü  del  fegno  radicale,  come  di  fopraal  numero  itf.; 
lo  íleíTo  facciafi  in  fimili  cali  per  altre  radici  cube,  quar- 

te  ec,  e  cosí  t^aa+bb  vorra  diré  la  radice  quadrata  di 

aa-hbb;  r  aab  —  abb  vorra  diré  la  radice  cuba  di 
aab  —  abb  ec. 

z6.  Rifpetto  alie  radici  cube.  Sia  da  eftraerfi  la  n- 
dice  cuba  dalla  quamitá  a¡  +■  $aab  +  ^abb  +-  b}  ,  che  fi 
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fcriva  in  (A).  Si  cavi  la  radice  cuba  dal  primo  termine^ 
¿3  della  quantita  propoík,  e  fi  fcriva  in  (E),fi  fottragga 
il  cubo  di  queña,  cioé  a3,  dalla  quantita  ( A),  ed  il  refi- 
duo  fi  fcriva  in  (D),  fi  faccia  indi  il  triplo  del  quadrato 
di  a  ,  cioé  ^aa^  e  fi  fcriva  in  ( M),  per  eíTo  fi  divida  il 
primo  termine  del  refiduo  (D)  ,  ed  il  quoziente  b  ü 
fcriva  in  (B),  per  eíTo  fi  moltiplichi  il  divifore  ^aa  ,  ed  il 
prodotto  con  di  piü  il  triplo  del  quadrato  di  b  nella  quan- 
tira  a,  ed  il  cubo  di  b  fi  fottragga  dal  refiduo  (D)  ; 
perché  nulla  rimane^  fará  a+  bh  radice ,  che  fi  cercava, 

(A)  a*-h4$aab+-¿abb-hbl  (B)  a-hb 
(D)         ^aab ^abb -hb1       (M)  $aa 

Debbafi  eüraere  la  radice  cuba  dalla  quantita 
z6-h<5bzs~ 4o^3z3-h  96b sz  —  64b6  - 
Si  cavi  la  radice  dal  primo  termine  z6 ,  che  fara  zz  9 
£  fi  fcriva  in  (  B)  ,  fottraggafi  il  cubo  di  (B)  dalla  propo- 
lia  quantita  (^4),  ed  il  refiduo  fi  fcriva  in  (D),  fi  faccia 
il  triplo  del  quadrato  di  (B),  e  fi  fcriva  in  (M),  indi  per 
eíTo  fi  divida  il  primo  termine  della  quantita  (  D)  \  ed  il 
quoziente  ibz  fi  fcriva  i n  (B),  fottraggafi  pofcia  il  pro- 
dotto di  ibz  nella  quantita  {  M)5  e  di  piü  il  triplo  del  qua- 
drato di  ibz  moltiplicato  in  zz  con  il  cubo  di  nbz  dal  refi- 
duo (D),  e  fcrivafi  il  refiduo  in  (H),  facciafi  il  triplo  del 
quadrato  di  (B),  che  fcrivafi  in  (G)9  e  per  lo  primo  ter- 
mine di  eíTo  fi  divida  il  primo  termine  della  quantita 
{H),  ed  il  quoziente  —  4W  fi  fcriva  in  (B),  fi  naoltipli- 

D  2  dú 
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chi  quedo  quoziente  nella  quantita  (G),  ed  51  prodotto 
con  di  piü  il  triplo  del  quadrato  di  —  qbb  in  iz  +•  ibz  9  ed 
il  cubo  di  ~4¿¿  fottraggafi  dalla  quantita  (H),  e  nullau 
rimane  ;  onde  fara  la  radice  euba  della  quantita  propofta 
tutta  la  quantita  (  B  ) ,  cioé         ibz  —  4^ . 

,H     6     s     ¿3     s      c       /DX  Radie?  cuba 

C-íí)       zJ^Cbz  —  $cbz+-$':bz  —  64b  \B)    zz¿r  xbz —  4W 

(D)  I.  redo  6bz~  40/2  +  9¿¿4—  (M)  3«4 

(H)  II.  redo   ~xtbb£^$tz^  96b  z  ~$¿J>  (G)     ^  ixbz^\%bbzz 

Nello  fteílamodo  fi  fara  intorno  alia  quantita 

Radice  cuba 

{D)I.refto 
(B)  II.  reflo 

27.  Per  le  radici  quarte  .  Sia  proporta  la  quantita 
a*-h  4a*b+-6aabb+- qab'  +  b*,  di  cui  fi  vogliala  rad'ce_, 
quarta.  Si  feriva  in  (A)  ,  e  fi  cavi  la  radice  quarta  dal 
primo  termine,  che  fara  ¿,  e  fi  feriva  in  (B)  ,  fottr,iggafi 
la  quarta  potefiá  di  (B)  dalla  quantita  (A)  ,  ed  il  reíiduo 
fi  feriva  in  ( D ) ,  indi  facciafi  il  quadruplo  del  cubo  di  áL 
e  fi  feriva  in  (Ai),  per  eíTo  fi  divida  il  primo  termine^ 
della  quantita  (D),  ed  il  quoziente  b  fi  feriva  in  (B), 
/dalla  quantita  (D)  fi  fottragga  il  predotto  del  quoziente  b 
nel  divifore  40 3 ,  e  di  piü  il  fei  tupio  del  quadrato  di  b  n?l 
quadrato  di  as  ed  il  prodotto  del  quadruplo  del  cubo  di  b 
r,ella  quantitá  a3  e  finalmente  il  quadrato -quadrato  o  1^ 

quarta 
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quarta  poteftá  di  b\  e  perche  nulla  rimane,  faii  a+-b  h£é 
radice  cercata 

(  A)  3^4-.4^  ■*  b\*  óaabb  +.  qab  s  -h  ¿> 4  (  jB  )  a+b 
(D)       433¿-t-  6aabb+  $ab%Jrb*  (Af)  4a3 

28.  Rifpetto  alia  radice  quinta  .  Per  vedere  in  quale 
maniera  crefcano  le  operazioni  da  farli,  baila  formare  la 
quinta  poteñá  del  binomio,  per  eferapio  a+-b,h  quale_» 
ci  dará  regola,  íiccome  la  feconda,  terza,  e  quarta  pote- 
da  dello  íteíTo  binomio  ci  á  data  regola  per  le  radici  qua- 
drata,  cuba,  e  quarta.  Símilmente  íl  difeorra  delle  radi- 
ci fefta,  fettima  ec. 

Peí  Calcólo  delle  Frazioni  femplici,  e  comfofíe . 

2p.  Dalla  divifione  delle  quantitá  s'e  veduto  com^,, 
natcono  le  frazioni ,  o  fiano  i  rotti .  Una  frazione  adun- 
que  indica  una  divifione  da  farfi  del  numeratore  per  lo 
denominatore ,  onde  ne  viene,  che  fe  il  numeratore  fará 
lo  fteflb  del  denominatore ,  corneja  o  puré  aa~bbt  ed 

a  aa-m  bb 

altre  ílmili,  tali  frazioni  nientealtro  vorranno  íí guiñeare, 
che  l'unitá,  perché  di  fatto  dividendo  a  per  0,  aa  —  bb  per 
00  — ¿¿,il<]UQziente¿l'unitá.  E  perché  la  moltiplicazione  é 
un'  operazione  contraria  alia  divifione,  e  chiaro ,  che  un  qua- 
lunque  intero  fi  puo  ridurre  ad  elTere  una  frazione  di  qual- 
ílvoglia  denominatore,  fe  per  la  quantitá,  che  deve  eífere 
H  ejenominatore ,  fi  mokiphcherá,  e  fi  dividerá  1' intero; 

cosa 
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coú  per  ridurre  l'intiero  a  ad  una  frazione  del  denotiu- 
natore  b  fi  ferivera  ab;  per  ridurre  a  —  b  ad  una  frazionc* 

T 

del  denominatore  d  fi  ferivera  ad  —  bd ;  per  ridurre  a  -h  b 

ad  una  frazione  del  denominatore  c  —  d  ii  ferivera 

a+-  bXc—  d  ,  cioé  ac -h  be  —  ad -.  bd  . 
c  — i  í  —  d 

Delta  Riduzione  ñelle  Frazioni  al T efpr ejjlone  pin  femplice . 

30.  Quando  le  frazioni  ánno  in  ciafcun  termine  del 
numeratore,  e  del  denominatore  la  (lefia ,  o  le  ítefle  let- 
tere  baila  caneellare  nell'uno,  e  nell'altro  le  lettere  co- 
ro oni  ,  avendo  riguardo  alie  poteílá  loro ,  come  difli  nella 
divifione  al  numero  10.  ;  cosí  albb  fará  aabb\  ab*  fará 

a  c  cabe 

bb  ;  a%b—x*b  fara  a%^x*  .  Ma  quando  anche  nel  nu- 

c         ab — bb  a  —  b 

rneratore,  e  denominatore  non  vi  fiano  le  fleíTe  lettere_», 
porche  l'uno ,  e  l'altro  fieno  moltiplicati  per  la  íleflTa  quan- 
tita,  faranno  anco  per  eiTa  diviíibili ,  ed  in  confeguenza^. 
íi  potra  ridurre  la  frazione.  Adunqoe  aac  —  aad,  che  e 

cd—  dd 
1 


appunto  aaX.c~d,  ridotta  fará  aa;  aa+zab,  o  íia_. 
dXT^d  d    aaí+ xahb 


na  +-  lab  X  aa  4-  ~ab  ,  fará  ridotta  aa  +■  -zab  ;  aac  —  aai 


—  hb¿+-  bbd 


cd  —  dd 


ZÍ.  1  ©  fia  aa-bbXc^.^  ridotta  fará  aa~bbj 

aac 


*d-u  4  x  —d  '  * 
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aac*-aad-~acdi-/iddm  0  fia  aa__adXc~d9  ridotta  fara 

cd  — -  dd  ~  '  ,  , 

d  X  c  —  d 

aa—  ad 


d 


ec. 


Generalmente  adunque  ogni  qual  volta  la  frazione  c 
tale,  che  il  numeratore,  e  denominatore  fieno  ambi  di- 
vifibili  per  una  fteíTa  quantita  (  che  in  quefti  cafi  fi  chia- 
ma  il  loro  común  divifore  )  facendo  anualmente  le  divi- 
fioni  ,  i  due  quozienti  daranno  la  frazione  ridotta;  m¿L* 
avvertafi,  che  fe  il  comune  divifore  non  é  il  maflímo  ,  h 
frazione  fará  bensi  ridotta,  ma  non  alia  piü  femplice  ef- 

preíTione ;  cosí  la  frazione  ¿ 3  —  ább ,  che é  aYa  -+  bX a^b 

aac  -f  abe  y ■      y  '  — "/ 

puó  efTere  divifanel  numeratore,  enel  denominatore  per  a, 
per  a+-b,  e  per  ¿70  +•  il  maffimo  di  quefti  divifori 
haa+  ab;  adunque  perche  fia  ridotta  alia  mínima,  bifognera 
divideria  per  aa+  ab%  e  fará  il  quoziente  a  —  b .  Ma  il  piü  delie 


c 


volte  c  aífai  difficile  ü  riconofeere  fe  vi  fia,  e  quale  fia-* 
quefto  común  divifore,  e  peró  fe  ne  dará  la  regola  piü 
abbaííb  al  numero  3^  per  ora  ommettendolo  a  fine  di 
non  confondere  troppo  la  Gioventü  non  ancora  avvezza , 
e  pafleró  all'akre  operazioni  fervendomi  di  frazioni  ridot- 
te¿U*efpreífione  piü  femplice  . 


Del 
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Del  Ridurrc  le  Frazioni  al  común  Denominatore . 

31.  Se  le  frazioni  fono  due  :  Si  moltiplichi  il  nutne- 
xatore  della  prima  nel  denominatore  della  feconda,  in- 
di il  numeratore  della  feconda  nel  denominatore  della_» 
prima,  e  ciafcun  prodotto  fi  divida  per  lo  prodotto  de* 
due  denominatori  ;  cosí  a  +-  x  fará  ay  +  xb ;  j£  — 

b        J~  by         yy  \b 

fará  %a 3  b—  ixxyy  \  aa—  xx  —aa  fará  aam-mxx-aam -  aan 9 

ib  y  y  m  ■+■  n        m  m  m-h  mn 

cioe  ~mxx  —  aan.  Ma  devefi  avvertire,  che  alie  volte 

m  m  4?  m  n 

i  due  denominatori  delle  frazioni  poíTono  avere  un  mafll- 
mo  común  divifore  ,  nel  qual  cafo  é  fuperflua  la  moltipli- 
cazione  de'  numeratori  in  eíTo  maífimo  común  divifore  , 
e  di  effi  comuni  divifori  fra  loro  per  formare  un  nuovo 
denominatore  ,  perché  dovrebbefi  poi ,  ció  non  oílante  , 
ridurre  la  frazione  alia  piü  femplice  efpreíTione ;  quindi 
debboníi  moltiplicare  i  fuddetti  numeratori  non  per  i  de- 
nominatori ,  ma  per  i  quozienti ,  che  rifultano  dal  divide- 
re  effi  denominatori  per  lo  comune  loro  divifore  ;  ed  il 
denominatore  fará  il  prodotto  di  efíi  quozienti ,  e  del  det- 
to  común  divifore  .  Per  efempio  fia  a 3  -t-abb,  riducendo 

m  n         m  x 

al  folito  al  común  denominatore,  farebbe  a'mx+.abbmn  , 

mmn  x 

cioé  a%x+-abbn\  adunque  era  fnperfluo  moltiplicare  i  nu- 

m  u  x  -  i  t 

mera- 


\ 


* 
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meratori  per  m  común  divifore  de'  denominatori ,  flecó- 
me era  fuperfluo  moltiplicare  i  denominatori  fra  loro,  e 
baílava  moltiplicare  a*  in  x9  ed  abb  in  n  per  formare  i 
numeratori,  e  moltiplicare  mmninx  per  formare  il  co- 
mune  denominatore .  Cosí  per  ridurre  al  comune  deno- 
minatore a  *  —  b 3  —  aa  bafterá  moltiplicare  —  aa  in  a  -h  b'¿ 

'  72-       a^r  b 

e  fará  a*  —  b*  —  ai  aab , cioe  _ b * _ a zb  .  Símilmente  per 

+■  o  ■  a  +■  b 

ridurre  al  común  denominatore    ¿4    ^a*+b'  ,  poiche 

aac—aad       cd  —  dd 

c<—d  é  común  divifore  di  ambi  i  denominatori,  bafterá 
moltiplicare  per  d}  ed  ¿3  -f-¿>3  per  aa  rifpetto  a'  nume- 
ratori,  e  moltiplicare  aa  in  á  in  c—d  rifpetto  al  denomi- 
natore, e  peró  fará  b+d+-  as  +?aab¡  . 

aacd  —  aadd 

Se  le  frazioni  da  riduríi  al  común  denominatore  fof- 
fero  tre:  Si  riducano  le  prime  due,  indi  íi  nduca  la  rifui- 
tante  da  quefte  colla  terza ;  e  cosí  fucceffivamente  fe  fof- 
fero  piu.  Per  ridurre  al  común  denominatore  a  +>c  —m, 

fi  riducano  le  prime  due,  e  íi  avrá  ad+-bc\  e  ridotta__ 

'  bd 

quefta  con  la  terza  fará  adn  +  ben  —  bdm  .    Che   fe  in_. 

Tlñ 

oltre  vi  foíTero  degli  intieri  ;  poiché  qualunque  intiero 
íi  puó  confiderare  ,  come  una  frazione  ,  che  abbia^ 
1*  unitá  per  denominatore ,  íi  procederá  nello  íteffo  mo- 

E  do  i 
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do  ;  cosí  laa  f        -  *k4  jCioé  toa  +>  3**-  W 

ja-a-  —  g<?.*  i        3»*  —8a* 

6aaxx  —  \6a} x  -h  3at4—  2y4  . 
■  3  #  x  — •  3  « .v 

£>¿//¿  Somma,  e  Sottrazione  delle  Frazioni . 

32.  Le  frazioni  fi  fommano  con  lo  fcriverle  una^ 
preíTo  dell'altra  con  que'  fegni,  che  ánno;  ed  all'oppo- 
11o  nella  fottrazione  ñ  mutano  i  fegni  a  quelle ,  che_» 
debbonfi  fottrarre;  e  lo  íteíTo  facciafi  fe  con  le  frazioni 
vi  foíTero  degl'intieri .  Per  fommare  _aa  con  J^fifcriv* 

c  c 

aa+bb;  per  fommare  aa  con  xx  —  y ,  fi  fcri va  aa  +■  xx  —y, 

c  c  »»  c  m 

che  ridotta  poi,  fe  fi  vuole,  al  común  denominatore  é 
aam  +>  cxx  _  cmy  ;  per  fommare        aab*       con  , 

fi  fcriva  +■  aabb,  che  fe  inoltre  fi  voglia  ti- 

durre  al  común  denominatore ,  fi  oíTervi,  che  il  denomi- 
natore della  prima  t  il  quadrato  di  aa  —  bb  ;  adunque  i 
denominatori  ánno  il  maífimo  común  divifore  aa  —  bb ; 
e  per  eílo  divifi,  i  quozienti  fono  aa  —  bb  del  primo  ,  e_» 
l'unita  del  fecondo  ,  e  pero  bañera  moltiplicare  il  nume- 
ratore  della  feconda  frazione  per  aa  —  bb ,  e  dividere  il 
tutto  per  ¿4  ~2aabb+-b*  ,  e  fará  aab++.  a*bb  —  aab*  , 

«4—  iaabb  H-' V 

cicc 
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cioé     a*bb        .  Per  fottrarre  bb  da  aa  fi  fcriva  aa  —bb . 

a  +  -iaaOb+.b  +  ce  c 

Per  fottrarre  a—xx  da  yy  fi  fcriva   yy  —a+xx,  eridu- 

m        m  — m  — n  m 

cendo  ,  fe  íl  vuole  ,  al  común  denominatore  myy  —  amm 

fian  -—mn 

+•  amn  +  mxx  —  nxx.  Per  fottrarre     ¿+     da  a1  +-  &} 


fi  fcriva  a 3  +  b 3  ,  e  volendo  ridurre  al  comune 

zed  -—  zdd     qaac  —  qaad 

denominatore  fi  moltiplicherá  at-^bi  per  zaa,  e  —  b+ 
per  d3  ed  il  tutto  fi  dividera  per  qaacd  —  qaadd,  e  iar* 

Dí//¿?  MoltipUcaztone  delle  Frazioni*_ 

53.  Si  moltiplicano  i  numeratori  fra  loro,  e  lo  fief- 
fo  fi  fa  de'  denominatori ,  e  la  nuova  frazione  e  il  prodot- 

to  delle  frazioni  moltiplicate  .  Cosí  per  moltiplicare  ac 

b 

in  be  fi  fcriva  abe"- ,  chefiriduce  ad  acc;  per  moltiplica- 

T  bd  ~~T~ 

re  lab  in  %aa—bb  fi  fcriva  6a%b  —  zab% .  Lo  fie  fio  fi  fac- 

hjr  c  SO  ¡le  4.  5  CC 

cia  fe  vi  fieno  interi  confiderando  l'intiero ,  come  una— 
frazione,  il  di  cui  denominatore  fia  l'unitá  ;  cosí  per  mol- 
tiplicare ta  in  xx~.  i,yy  fi  faccia  zaxx—  6ayy 

E  3  Deb- 
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Debbafi  mohiplicare  aa  +  bb  in  a  —  b.  In  queíti  ,  c 

a—b 

fimili  cafi,  giacché  la  quantiiá,  che  deve  mohiplicare, é 
la  fteífa  del  denominatore  della  frazione ,  baíterá  cancel- 
lare  il  denominatore,  ed  il  prodotto  fará  aa  +  bb;  debbafi 
mohiplicare  aa  —  bb  in  aa—ab  :  fi  oílervi,  che  aa  —  bb 

é  a+-bX  a~b9  e  pero  fi  verrebbe  a  mohiplicare  aa  —  ab 
in  a  +  b  in  a  —  b  per  indi  dividere  per  a+-b;  adunque  giac- 
ché a-i-b  farebbe  un  común  diviíore  del  numeratore  ,  e_# 
denominatore,  che  rifuherebbe,  11  potra  ommettere  e  la_^ 
moltiplicazione  ,  e  la  divífione  per  eíTo  a+b  ,  bailando 
che  fi  moltiplichi  il  numeratore  per  a  —  b,  ed  il  prodotto 
fará  a1—  2aab+-abb.  Cosí  il  prodotto  di  al  —  abb  in  a3__ 

XX       yy       aa—  bb 

fará  _fl  . 

xx  ~  y  y 

Della  Divíjione  delle  Frazionií 

34.  La  diviíione  delle  frazioni  íl  fará  moltiplicanda 
in  croce,  cioé  molriplicando  il  numeratore  del  dividendo 
nel  denominatore  del  diviíore  ¿  e  quefto  prodotto  fará  il 
numeratore  della  frazione ,  che  deve  eíTere  il  quoziente; 
indi  moltiplicando  il  denominatore  del  dividendo  nel  nu- 
meratore del  divifore,  ed  il  prodotto  fará  il  denominatore 
del  quoziente  .  Quefto  quoziente  poi  3  fe  fará  bifogno  ,  íi 
ridurrá  all'efpreffione  piú  femplice .  Debbafi  dividere  ab 

c 

per 
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per  m  ,  fará  ilquoziente  ^;debbaü  dividere^  per  —m 


c  m 


3 

n 


fará  abn9  o  fia  ~abn9  che  é  lo  fteíTo,  numero  13.;  debbaíi 

—  cm  cm 

dividere  a*  —  b*  per  aa—ab+-bb,(aTka*c—b*c 


E'  chiaro  il  vedere,  che  fe  le  due  frazioni,  cioé  divi- 
dendo, e  divifore  ,  aveíTero  il  medeíimo  denominatore  , 
farebbe  fuperflua  la  mokiplicazione  in  croce ,  come  fe  íi 
VoleíTe  dividere  aa  per  c  —  d  ,  bailando  in  quefto  cafo  di- 


videre  aa  per  c  —  d;  poiché  moltiplicando  in  croce  fareb- 
be aam  ,  ma  ridacendo  alia  minima  efpreífione  fará  aa  . 

cm  —  dm  c  —  d 

Cosí  dividendo  al  —  abb  per  aa  +  2ab  +•  bb , fará  a >  —  abbm 

c  —  d  c  —  d  aa+zab+bb  * 

ma  riducendola,  poiché  il  numeratore  é  aX#+-  bY^a  —  b , 
edil  denominatore  é  al^b\a  +  b9  fará  aa-ab.  Iftdla- 

a 

mente  fi  operi  dividendo  intiero  per  frazione,  o  frazione 
per  intiero,  confiderando  Y  intiero  come  una  frazione,  il 
di  cui  denominatore  íia  Y  unitá  ;  cosí  dividendo  per 
2yy—$xy  la  quantitá  aa~<xx,  fará  30 3  _  ¿axx 

Ia  2)7 —  3*7 

DeW  EJirazione  delle  Radici  dalle  Frazioni . 

35,  Si  eftrae  la  radice  dalle  frazioni  con  lo  eftraerc 
la  radice  dal  numeratore,  ed  indi  dal  denominatore;  e 

queda 
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quefta  nuova  frazione  fará  la  radice  della  frazione  propo- 
tfa .  La  radice  quadrata  di  aabb  fará  adunque  ab;  la  radice 

ce  c 

quadrata  di  a+—  zaabb  -h  b*  fará  aa  —  bb\  la  radice  qua- 

drata  di  qaa  -táqxx »—  i6o¿)w,cioédi  looaa  -+6^xx  —i6oax 

— 

fará  10a—  8x,  Lo  rteflb  dicafi  delle  radici  cube,  quarte, 

5 

quinte  ec. 

Ma  fe  non  fi  potra  eHraere  la  radice  dal  numeratore , 
e  denominatore ,  bensi  da  uno  de*  due  ;  fi  efiragga  da 
quello,  da  cui  fi  puó,  ed  all'  altro  fi  ponga  il  fegno  radíca- 
te ,  Cosí  la  radice  cuba  di  a6  fará      aa      f  la  radice 

cuba  di  aax~x>  fará  yaax       »  E  fe  nc  dal  numera- 

tore ,  né  dal  denominatore  fi  potrá  eítrarre  eíTa  radice ,  fi 
porrá  tutta  la  frazione  fotto  al  vincolo  radicale  \  cosí  la~» 
radice  quadrata  di  x+-  a4  fará  i/rx*^a*  . 

***** 

£W  majfimo  común  Divifore  di  due  Quantita,  o  Formóle  . 

35.  Per  formóla  s'intende  una  qualunque  efpreflione  ana- 
litica  incompleíTa,o  compleíTa,  le  di  cui  lettere  facendo  figura 
d'indeterminate  poífono  eífere  quelie ,  che  piu  fi  vuole  per 
modo,  che  tutto  ció,  che  di  eífa  formóla  fi  dica,  s'inten- 

da 
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da  detto  di  qualunque  altra  d'altre  lettere  comporta  ,  ma^ 
ad  eíTa  íimile. 

Per  avefe  il  raaíGmo  común  divifore  di  due  quantita, 
o  formóle  :  In  primo  luogo  fi  oílervi,  fe  ciafcun  termine 
d'ambedue  foíTe  moltiplicato  per  una  medefima  quantita  , 
o  numero;  nel  qual  cafo  per  eiTo  fi  faccia  la  diviíiono, 
indi  fi  ordini  l'una,  e  l'altra  formóla  fecondo  una  qualun- 
que lettera  a  piacere  ;  cioé  fi  ponga  per  primo  termine^ 
quello,  in  cui  eíTa  lettera  é  alia  maggiore  dimenfione  , 
ed  indi  gli  altri  per  ordine  .  Sieno  le  due  formóle»* 

\%albx—%a*b~'$abxl  —  $azbxx+-  bx  +  je  quai¡  poiché 
6a 3  b  -h  bx 3  —  abxx  —  Saabx      ^      5  ^ 

fono divifibili  perla  lettera  £,divife  ed  ordinate,fecosipia- 
ce  ,  per  la  lettera  x  fono  x*  —  ^axl  —  8aaxx+  iSa1  x  —  $a  +  ; 
a;3  —  axx~-  8aax+  6ai  .  Ció  fatto,  la  prima,  cioé  quella^ 
in  cui  la  lettera  x9  che  ordina  i  termini  ,  é  alia  maggior 
dimenfione,  fi  divida  per  la  feconda  dicendo  x*  divifo 
per  #3  da  di  quoziente  x9  ed  il  prodotto  di  queflo  quo- 
ziente nel  divifore  fi  fottragga  dal  dividendo,  e  fi  avrá  ii 
primo  reflo  —  iax*  +■  \ialx—  $a*  ,  che  íi  riduca  all'ef- 
preffione  piú  femplice  (  come  fempre  deve  farfi )  dividen- 
dolo  per  —  ia  y  e  fará  #3_  6aax  +-47 3  .  E  perché  la  di- 
menfione  della  x  in  queíto  reíiduo  é  la  fteíTa  del  divifore, 
con  lo  lleíTo  divifore  fi  divida  eíío  refiduo,  da  cui  UteíTa- 
mente  fottraggafi  il  prodotto  del  quoziente  nel  divifore^  , 
e  fi  avra  ii  fecondo  refiduo  axx+<  zaax  —  2a5  ,  cioé,  divi- 
dendo per  a ^  xx  +  zax  —  iaa.  Ora  poiché  in  queílo  reíl- 
duo 
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dúo  la  dimenfione  della  x  é  minore  che  nel  divifore  ,  sin- 
vería  Pordine ,  e  íl  faccia  fervire  queílo  refiduo  di  divifo- 
re ,  ed  il  divifore  primo  di  dividendo,  e  fatta  la  divido- 
ne,  íi  fottragga  il  prodotto  del  quoziente  nel  fecondo  di- 
vifore dal  fecondo  dividendo,  cioé  da  x 1  —  axx  —Siax  +6a 5 , 
e  fará  il  refiduo  —  $axx  ¿€üáx%  tf#3,  cioé  dividendo  per 
~3¿,  xx  +.  iax—iaa\  e  perché  queíV ultimo  refiduo  é 
lo  fleífo  del  divifore,  fará  eíTo  il  maíTimo  común  divifore 
delle  due  formóle  x*—  *$ax 3  _  %aaxx  4-  \%a*  x  —  8¿4  ; 
x*~axx  —  Saax  6a%  ,  e  quefto  moltiplicato  in  b,  cioé 
hxx  4-  iabx  ~  2aáb  fará  il  mafíimo  comune  divifore  delle 
due  formóle  da  prima  propofte  ¿w4~  $abx3 ^.Saabxx^ 
■4-  i$a*bx—  8a+b  ;  bx*  —  abxx  —%aabx+6alb  ,  le  quali 
furono  divife  per  b  . 

Sieno  le  due  formóle  x  +  —4ax*+-  naaxx—  20a' x  + 
12a* ;  #4— .  3¿w3+  iiaaxx—  i6a%  x  +  24a*  ordinate_# 
per  la  lettera  a»,  la  quale  eíTendo  alia  fteifa  dimení!one_. 
nell'una,  e  nell'altra,  é  arbitrario  di  prendere  quella,  che 
íi  vuole,  per  divifore  .  Si  divida  adunque  la  prima  per  Ia_. 
feconda,  e  fottratto^dal  dividendo  il  prodotto  del  quozien* 
te  nel  divifore,  fará  il  primo  refiduo  —ax*  —  aaxx  — 
_4¿3a*_i2¿4  ,  cioé  dividendo  per         #3+-  axx  -h 
#  qaax-h  12a1  .  Qui  invertendo  l'ordine  fi  prenda  queílo 
refiduo  per  divifore,  ed  il  primo  divifore  per  dividendo  ; 
fatta  la  divifione,  e  fottrazione  del  prodotto  del  gupziente 
in  quedo  fecondo  divifore  dal  fecondo  dividendo  ,  fará  il 
fecondo  refiduo  —  qax 3  +*  Baaxx  —  zSa 3  x  +.  24a 4  ;  cioé 

di  vi* 
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dividendo  per  ~4¿?,  x 3  —  iaxx  4-  jaax  —  6a 1  .  Con  lo 
íleíTo  fecondo  divifore  fi  continovi  la  divifione  di  queílo 
fecondo  refiduo,  e  fatta  la  fottrazione  al  folito,  fi  avrá  il 
terzo  refiduo     3 ¿7^4-  3^^—  i8¿3  ,  cioé  dividendo  per 

—  30*  xx— a  x  +  6aa.  Si  inverta  di  nuovo  I'ordine  , 
per  quefto  terzo  refiduo  íi  divida  il  fecondo  divifore^ 
X 3  4-  4-  qaax  4-  1 2# 5  ,  e  fatta  la  fottrazione  ai  folito  ,  ft 
trovera  il  refiduo  zaxx  —  iaax  +-  na  \  cioé  dividendo  per 
2a  9  xx-~ax+-6aa,  che  é  la  fteiTa  quantitá  di  quella  ,  che 
á  fervito  di  divifore;  e  pero  il  maífimo  coraune  divifore^ 
delle  due  propoíle  formóle  . 

Sietio  le  due  formóle  p  _  aaff —  bbjf 4-  aabb  ;  p  —  af— 
_  2abf+  2aab  ordinate  per  la  lettera/.  Si  divida  la  prima 
per  la  feconda  ,  ed  il  prodotto  del  quoziente  /  nel  divifo- 
re fottratto  dal  dividendo  dará  il  refiduo  primo  af*  — 

—  aqff \zabff—bbff—  2aabf V  aabb  ,  che  íi  profeguifea  a-* 
dividere  per  lo  fleíTo  divifore,  e  fottratto  il  prodotto  del 
divifore  nel  quoziente  a  dal  dividendo,  fi  avrá  il  fecondo 
reliduo  labjf ^  bbff *-2alb  +  aabb ,  cioé  dividendo  per  b , 
2ajf—bfjr—za*4-aab;  fi  inverta  l'ordine,  e  per  quefto  fe- 
condo refiduo  fi  divida  il  primo  divifore  p  —  ajf—  iabf+- 
+-2aaby  e  fatto  il  prodotto  del  quoziente    /    nel  detto 

xa  —  b 

refiduo,  che  á  fervito  ora  di  divifore  ,  ed  indi  fatta  la  fot- 
trazione, íi  avrá  il  terzo  refiduo  —  ¿JfV  aaf~zabf+  laab, 
cioé  dividendo  per  — ,  a ,  f—  af-h  ibf—  iab  .  Con  lo  íleílb 
ordine  fi  continovi  la  diviiione,  e  fottratto  il  prodotto  del 

W  quo- 
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quoziente    i    nel  divifore  2aff— bff  +  aab  —  2a%  y  fi  a  il 

ra —  b 

quarto  refiduo  —  ibf-iab+aa,  per  cui,  invertendo 
puré  Pordine,  fi  divida  il  terzo  refiduo,  e  íbttratto  il  pro- 
dotto  del  quoziente  /  nel  divifore,  fi  avrá  il  quinto  re- 

zb —  a 

fiduo  2bf—  lab,  cioe  dividendolo  per  2b,f~a;  eflb  fi  di- 
vida per  il  quarto  refiduo  _  af  +  ibf—  20b  aa,  e  íbttrat- 
to il  prodotto  del  quoziente    i    nel  divifore  ,  rimano 

zb*— *  a 

nulla  ;  quindi  fe  per  lo  denominatore  dell'  ultimo  quozien- 
te, eíTendo  una  frazione ,  fi  dividera  1'  ultimo  divifore_# 
~af ibf-  lab  4-  aa ,  fará  il  quoziente  f^a  il  maífimo 
divifore  delle  due  formóle  proporte;  ma  perché  era  arbi- 
trario di  eleggere  per  divifore  quello,  che  fi  é  eletto  per 
dividendo,  e  vicendevolmente ,  cioé  fi  poteva  anche  di- 
videre  —  af  +  ibf— lab aa  per  f—a9  fi  faccia  anual- 
mente la  diviíione,  ed  il  quoziente  fará  ib  — a  fenza  refi- 
duo ,  e  peró  /—  a  il  maífimo  comune  divifore,  come  íl 
é  gia  ritrovato  per  mezzo  dell'altra  divifione  • 

PoíTono  peró  due  formóle  avere  un  maífimo  común 
divifore  ,  quantunque  eíTendo  eíle  ordinate  fecondo  una^ 
tal  lettera,  non  poíTa  in  quefto  modo  ritrovaríi  ,  nel  qual 
cafo  fa  d'uopo  ordinarle  fecondo  altra  lettera  fino  ,  che  ci 
venga  fatto  di  ritrovarlo ;  che  fe  fatta  la  prova  ordinando- 
le  fecondo  ciafcuna  lettera,  non  ci  riefce  1' intento,  non 
averanno  eíTe  un  maífimo  comune  divifore;  cosí  non  ritro- 
verafíi  nelle  due  formóle  di  queíV  ultimo  efempio  ordi- 

nandole 
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nandole  fecondo  la  lettera  b9  che  pero  íi  é  ritrovato 
avendole  ordinate  fecondo  la  lettera/. 
Le  tre  frazioni  adunque 

x+—  3¿z#3  —  %aaxx  +<  iSa*x~  2a  + 
x3  ~  axx  —  Baax  -h  6al 

x*~-  4ax 3  +■  1  \aaxx  —  roa 1  x  +• 1  ta  * 
x*—  $ax*  +  naaxx  —  i6al  x  +*  24a4 

jf4  _  aaff _  4- 

jf3  —  ¿jf--  2^/4-  2#¿¿ 

dividendo  il  numeratore,  e  denominatore  della  prima  per 
xx  4-  zax  —  zaa ;  della  feconda  per  xx  —  ax+*  6aa ;  e  deilg 
terza  per  f—a9  verranno  ad  eíTere 

La  Prima  xx  —  ^ax^^act 

La  Seconda  xx  —  %ax  +■  rao, 

xx  —  zax  +■  qaa 

La  Terza  f*  +■  aff-  bbf—  abb 

ff-iab 

Ridottc  cosí  all'efpreífione  piü  femplice,  come  difli  di  fo 
pra  al  numero  30. 


Della 
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Bella  Riduzione  delle  Quantitá  irrazionali  alia  piu 
femplice  efprejjione. 

37.  Si  é  veduto ,  come  nafcano  le  quantitá  irrazionali, 
che  forde  ancora ,  o  radicali  fí  chiamano  ;  cioé  quando 
attualmente  non  fí  puó  eítrarre  la  radice  ,  che  fí  cerca-.  , 
e  pero  íi  fa  ufo  del  vincolo  radicale .  Ma  fpeíTe  volte  ac- 
cade ,  che  la  quantitá  fotto  al  vincolo  fía  il  prodotto  di  due 
moltiplicatori ,  uno  de'  quali  fía  appunto  una  poteftá  dol- 
ió fíeíTo  nome  della  radice,  che  fí  vuole  ;  come  farebbe_> 

^ aabe  ,  o  Y  aab  —  aax  ,  la  prima  delle  quali  é  la  radice 
quadrata  del  prodotto  di  aa  in  be,  la  feconda  del  prodotto 

di  aa  in  b—-x  \  cosí  puré  ^ aix~a'iy  ,  che  é  la  radice 
cuba  del  prodotto  di  ai  in  y.  In  quefti  caíi  íi  cava  la 
radice  da  quel  moltiplicatore ,  da  cui  fí  puó,  e  fí  fcrive_* 
fuori  del  fegno  radicale  lafeiando  l'altro  fotto  il  fegno,  e 
ció  dicefí  cavare  la  radice  in  parte ,  o  fía  ridurre  la  radica- 
le alia  piü  femplice  efpreffione.  Adunque  aabe  fará  lo 
iteííb,  che  a  aab  —  aax  lofteíTó, che  a?  b—x; 

*''a*x~  a3 y  lo  ftefíb,  che  a  Y  x—y  ;  e  cosí  dell'  altre  . 
Símilmente  poiché  V*  ¿\Saabc  é  la  radice  del  prodotto  di 
jóaa  in  3  be,  ridotta  fará  ^a^^bc;  cosí  poiché 
f/\r'h—^aabb+-4tab*  é  la  radice  del  prodotto  di  aa  — 

i"  c 


\ 
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~4ab+-4bb  in  ab9  e  la  radice  di  2¿? ; 

faralá  radice ridotta  lí^lbl/ ab.  Cosi//' aammxx+ gaam*  p 

ridotta  fará  *f»^y*+ w  .  Cosí      8¿>¿-h  ridotta 



fará  2a  b+  la .  Cosí  ^ a'-^aab  +  $abb -bl  ,  che  é 
la  radice  del  prodotto  di  aa—zab-hbb  in  a  —  b,  ridotta^ 
fará  a—b  f^^~b,  Ma  molte  volte  non  fi  puó  colla  fola 
ifpezione  riconofcere  ,  quali  fierro  que*  moltiplicatori ,  dai 
quali  é  nata  la  propofta  radicale;  in  quefti  cafi  bifogna-. 
fervirfi  del  método  di  ritrovare  tutti  i  divifori ,  che  daró 
a  fuo  luogo,  e  fe  fra  queíli  ve  ne  fará  uno,  che  fia  appun- 
to  una  poteílá  di  tale  efponente,  quale  é  l'indice  del  ra- 
dicale, fi  potrá  ridurre  nel  modo,  che  é  flato  detto,la_. 
quantitá  propofla  . 

Del  Ridurre  i  Radicali  alia  flejfa  Denominazione  l 

38.  Si  chiamano  radicali  di  diverfa  denominaciones 
quelli  5  che  ánno  Y  Índice  diverfo  .  Per  ridtirgli  adunque^ 
a'  radicali  dello  fleíTo  Índice  fi  fará  cosí :  Se  l' Índice  d'un 
radicale  é  parte  aliquota  dell*  Índice  dell'altro  ,  fi  divida-. 
F  índice  maggiore  per  il  minore,  ed  il  quoziente  é  quella 
poteílá,  a  cui  fi  debbono  elevare  le  quantitá,  che  fono 
fotto  il  radicale  d* índice  minore,  ed  a  queíle  prefiggere_» 
il  radicale  dell' Índice  maggiore.  Sieno  da  ridurfi  alio  (lef- 
io radicale  le  due  quantitá  t^isax,  o  fia  ( che  é  lo  (lef- 
io) 
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4  /•  í  x  — 

fo)  /"  ax  9  e  r  a  ;  poiché  il  quattro  divifo  per  due  dk 
di  quoziente  due,  elevata  la  quantitá  a  del  fecondo  radica- 

le  al  quadrato,  fará  P^aa  ,  e  pero  ridotta  alia  ftefla  deno- 

niinazione  di  t^ax  .  Cosí  v'a%b*  +-áb%  ,  e  ^ ab  faran- 

no  t^a'b*  abs ,  e  ^¿ 3 ¿ 5 .  Ma  fe  un  Índice  non  é parte 
aliquota  dell'altro;  ÍI  troví  il  mínimo  numero,  che  fia^ 
divifibile  fenza  frazione  da  ciafcun  Índice  de'  radicali  da- 
íi,  e  quefto  fará  1* índice  delradícale  comune;  indi  fi  ele- 
vino  le  quantitá  al  grado  próximamente  inferiore  del  nu- 
mero, per  cui  fono  crefeiuti  gi'indici  dei  loro  refpettivi 
radicali ,  e  ad  eíTe  cosí  elévate  íi  prefigga  il  radicale  co- 
mune ritrovato.  Siano  da  ridurfi  alio  fteíTo  comune  radi- 
cale le  due  quantitá  ^ *aq  ,  e  ' aaq ;  il  mínimo  numero 

díviíibile  per  2,  e  per  3  fará  6,  adunque  r  fará  il  comu- 
ne radicale,  e  perche  lf  índice  della  radice  quadrata  é  cre- 
fciuto  in  querto  cafo  di  quattro ,  e  quello  della  cubica  di 

tre  ;  adunque  fi  fará  rifpetto  alia  prima  V  a*q* ,  e  pel- 
la feconda  ^ a*qq  .  Se  i  radicali  da  ridurfi  foíTero  piü  di 
due ;  fe  neriducano  prima  due  ,  e  poi  il  terzo,  e  cosí  fue- 
cefíivamente  , 

E*  chiaro  il  modo  di  ridurre  fenza  ajuto  di  regola^ 
j  razionali  a  qualunque  radicale  elevando  il  razionale  alia 
poteftá  dello  fteíTo  nome,  o  Índice  del  radicale,  e  prefig- 
gendogli  lo  fteíTo  radicale  • 


Delta 
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,    DeJla  Somma,  e  Sottrazione  del  le  Quantita  radicali. 

3P.  Per  fommarle  fi  fcrivano  le  quantita  radicali  una 
dopo  l'altra  co'  loro  fegni ,  e  per  fottrarle  fi  mutino  i  fe- 
gni  a  quelle,  che  ÍI  vogliono  fottrarre,  come  fi  é  fatto 

neli'  altre  quantita  •  Cosí  per  fom  mare  5*3  V  be  con  ibvbx 

con  —  c^zy3  íi  feriva  ib\/bx  +  ^aVbc  —  c\/zy  .  Per 

fommare  ^xVab  con  ^xVab  con  yVbx<>&  fcriva_. 

¿xV  ab+>  ^xV  ab+<  yVbx*)  e  riducendo  i  termini  fimili  , 

il  che  fempre  fi  deve  fare  ,  fara  %xV  ab  + yV  bx  .  Per 

fommare  a  —  b  con  v  aa  —  xx ,  fi  feriva  ¿—  b  +  V  aa—  xx  . 
Lo  fteíTo  5  avuto  riguardo  ai  fegni ,  íi  faccia  nelle  fot- 
trazioni  • 

Della  Moltiplicazione  delle  Quantita  radicali. 

40.  Per  moltiplicare  quantita  razionale  con  forda  o 
radicale  fi  ferive  la  razionale  unitamente  alia  radicales  , 
fenza  alcun  fegno  frappofto,  prefiggendo  a  quefto  pro- 
dotto  quel  íegno  pofitivo,  o  negativo ,  che  porta  la  rego- 
la ordinaria  della  moltiplicazione ,  la  qual  cofa  intendaíi 
fempre  doveríi  fare  .   II  prodotto  adunque  di  a  in-. 

V aa—  xx  fará  a\s  aa  —  xx  ,  ed  il  prodotto  di  ab  in  —  i^ab 

fará  —  abi/ab  •  E  fe  le  quantita  razionali,  e  radicali  foíTe- 
ro  di  piü  termini,  cioé  compleíTe,  fi  moltiplichi  ciafcun 
termine  dell*  una  in  ciafcun  termine  dell'altra,  e  peró  il 

pro- 
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prodotto  di  aa  —  xx  in   i^xx—yy  fará  aaVxx—yy  ^ 

—  xxVxx  —  yyy  che  fi  fcrive  anche  cosí  aa  —xxl^xx  -yy 
intendendo,che  fieno  moltiplicati  nel  radicale  que*  termi- 
my  che  fono  coperti  al  di  fopra  dalla  retta  linea. 

41.  Per  moltiplicare  i  radicali  fra  loro  (  íuppofto  9 
che  fieno  della  medefima  denominazione,  e  non  lo  eíTen- 
do  tali  fi  riducano  )  fi  moltiplicano  fra  loro  le  quantitá  , 
che  fono  fotto  i  fegni  radicali ,  ed  ai  prodotto  íi  pone  lo 
fleíTo  vincolo  radicale  con  quel  fegno  pofitivo  y  o  negati- 
vo, che  efigge  la  folita  regola  .  Quindi  mohiplicando 

vTc  in  Vxy¡  ü  prodotto  fará  ybcxy  ;  mohiplicando 

aa  —  xx  in  —  v  aa  +•  xx,  8 prodotto fará  — ^ a*  _  x*  9 

X  .  x 

42.  Che  fe  in  oltre  i  radicali  averanno  coefficienti 
razionali  nuraerici ,  o  letterali ,  fi  moltiplichino  i  coef- 
ficienti fra  loro  ,  ed  i  radicali  fra  loro  ,  ed  ü  prodotto 
de'  coefficienti  fi  ponga  fenza  fegno  frappoilo  avanti  al 
radicale .  Cosí  a  Vbbc  in  a  y  bxx  fará  aaff b'cxx. 
cioe  ridotta ,  aab  r^xx ;  cosí  za  — y  aa  —  xx  in  b  ^aa  +x% 

fará  ibi/acu-  xx  —  b  Va*  —  x*  . 

a 

43.  Con  queíta  regola  per  moltiplicare  mv  ab  hx-, 

nV  ab  11  dovrebbe  fare  mnv aabb  ;  ma  aabb  é  un  qua- 
drato  ,  e  la  radice  é  appunto  ab  ,  adunque  per  molti- 
plicare tra  loro  due  radicali  cjuadratici  fimili ,  batiera  le- 
vare 
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vare  il  vincolo  radicale  ,  e  la  quantitá ,  che  era  fotto  , 
moltiplicata  nel  prodotto  de'  coeíficienti  fará  il  pro- 

dotto  totale  ,  e  pero  ib\/ax — xx  in  — c  V  ax  —  xx 

 ~  T 

fará  —  zhc  X  ax — xx  3  cioé  —  2abcx-*~2bcxx  .  Ma  de- 
ja '  Ja 

vefi  avere  queíla  avvertenza  ,  che  fe  le  radici,  non  aven- 
do  coeíficienti ,  fono  affette  dallo  fleffo  fegno  pofitivo ,  o 
negativo  ,  Ievato  il  vincolo  ,  fi  lafcíano  le  quantitá  con 
que'  fegni ,  che  ánno  ;  e  fe  le  radici  ánno  fegni  con- 
trarj  ,  li  mutano  tutti  i  fegni  alia  quantitá  ;  e  pero 

j/ aa — xx  in  j/ aa — xx,o  puré  — 1/ aa — xx  in  —  1/ aa — xx 
fará  aa— xx ;  e  j/ aa — xx  in  — j/ aa — xx  fará  — aa  +-  xx , 


o  gg — xx  .  La  ragione  íl  é  ,  perché  j/ aa  —  xx  (  e 

— -  *  X 

cosí  di  qualunque  altra  )  s'intende  avere  fempre  per 
coefficiente  l'unitá  poíltiva,  e  —  j/ aa  —  xx  l'unitá  nega- 


tiva ,  adunque  il  prodotto  dovrá  effere  1  Xaa — xx  nel 


primo  «afo,  e  — i\aa —  xx  nel  fecondo  . 


Ecco  peró  alcuni  efempj  di  quelle  moltiplicazioni 
Multiplicare    v  ab+-  v  aa  —  xx 
in    i/ab+-  l^aa —  xx 

G  Pro- 
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Prodotto   áb  +■  V  a 3  b  —  abxx  +•  aa  —  xx 


+•  V  a^b — abxx 
cioe   áb+  21/  alb  —  abxx^aa  —  xx 


Moltiplicare   x  —  ^/ i^a4-*^4 — yy 


la  x     j/V 4<?4-*-jy4 — 


Prodotto   xx  —  x  ^ v^  +  y*—  yy  —  ^4a++«jr4+»jy 


#  j/V  4¿4-*-j>4 — 


cioe    xx  —  \/4a  +  -t-y*+-  yy 

Z  2r 


oltiplicare   ¿/— ?y  —  l/  jfí — £P 

4  *7 


4  *7 


Prodotto  y\qn**^ qq_—pp *-<n  —pp 


z7       4  *7 


cioe   ^  q±^  q  ^  qq—pp—pp 


4       *7  *7 


44. 
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44.  Poiché  aV  ax  ^  a  —  b\Sax~  xx  ce.  é  il  prodotto 
della  quantita  razionale  nella  radicale  ,  e  giá  fi  fa  ri- 
durre  qualunque  razionale  a  quel  radicale  ,  che  piü 
piace  ,  ne  viene  che  íi  potra  fetnpre  ,  volendolo  ,  far 
paíTare  fotto  la  radice  quel  razionale  ,  che  la  moltipli- 

ca,  fenza  alterare  la  quantita,  e  peró  fará  ais  a  —  x  lo 

íteíTo  ,  che  Ya1  —  aax  ;  a  —  bVxy  fará  lo  íleíTo  ,  che 

V aaxy  —  2abxy  +- bbxy  ;  axt^ m—n   fará    lo    fteíTo  f 

che  r a1  x*m  —  az xln  ,  e  cosí  di  qualunque  altra. 

45.  Se  i  radicali  da  moltiplicarfi  non  foíTero  dello 
ÍleíTo  nome,  tali  fi  riducano  ,  e  poi  íi  faccia  la  molti- 
plicazione  ,  come  fi  é  detto ;  ma  molte  volte  torna  có- 
modo Sindicarla  folamente  fenza  anualmente  farla  ,  e 
ció  con  lo  ferivere  un  radicale  preflb  l'altro  fenza  al- 

cun  fegno  frappofto  ;  quindi  lf  aa  —  xx  ^ xxy  vorrá 
diré  il  prodotto  di  una  nell'altra  radice  . 

Della  Dtviftone  delle  Quantita  radicali  l 

4¿.  Se  in  ciafcun  termine  del  dividendo  ,  e  del 
divifore  vi  foíTe  la  íleíTa  radicale  ,  ommeíTa  quefta  ,  íi 
dividano  colla  folita  regola  le  quantita  razionali ,  e  ció 

che  rifulta  fará  il  quoziente  .  Cosí  a  dividere  saV^ 

per  3¿?^3  ,  il  quoziente  síará  5  ;  a  dividere  6v a*+-  aabb 

3 

G  2  per 
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per  2  '^aabb+T* ,  cioé  6a l^aa  +>  bb  per  2¿ 00  +•  bb  ,. 

il   quoziente    fará    3^ ;    a   dividere    aayaa+-xx  — 

~f~  ■  

—  lax  P/aa  4-  xx  +  xx    aa  +-       per  a  f^aa  ^  xx  i¿¿ 

#  ^¿¿z  +-  ata? ,  ommeffo  il  radicale ,  e  divifo  aa—  *ax  -+xx 
per  a  —  x,  fará  il  quoziente  a~x  \  a  dividere  aa  +-  bb 

per  /''aa-h  ¿$,poiché  il  dividendo  é     2a+bb     aa+bb  , 

fará  il  quoziente  ^ aa*-bb  . 

47.  Ma  quando  le  radicali  non  fono  le  íteíTe  ,  ef- 
fendo  per  altro  lo  íteíTo  1' Índice  della  radice ,  fi  divi- 
dono  al  folito  delle  quantitá  razio  nali  le  quantitá  fotto 
il  vlncolo  ,  ed  al  quoziente  fi  prefigge  il  comune  vin- 

colo  radicale  :  cosí  a  dividere    ra-  —  ab*  per 

¡f* ta  —  bb,  divifo  a*b  —  abl  pcraa—bb9  ne  viene  áb ; 

e  pero  il  quoziente  fará  f  ab  ¿ 

48.  E  fe  gl'indici  delle  radici  faranno  diverfi ,  íi 
riducano  alio  íleflb  9  e  íi  operi  poi  come  ho  detto , 

onde  a  dividere  A^4-*- ialb—  2ab3  —  b*  per  a+-  b  íi 
faccia  il  quadrato  di  a+b9  e  fi  ponga  fotto  al  vincolo, 

fara  ^aa-t-iab*-  bb;  indi  per  la  quantitá  di  queda  ra- 
dice fi  divida  la  prima,  e  rifulta  aa  —  bb;  adunque  il 

quoziente  fará  f^aa  —  bb . 

Con  la  combinazione  di  quefte  rególe,  é  di  quelle 
deir  ordinaria  divifione  fi  poílbno  dividere  le  quantitá 

piü 
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piü  compleíTe .  Sia  da  di viderfi  a*b  —  abbc  **:  adb  Vbc  + 
*-bbcVbc  per  a-¿bc3  k  faccia  al  folito  delle  divifioni 

Dividendo  a 3 b—  abbc—  aab K bc+  bbc  V ¿Tüivifore  a  -Vbc 
Primo  reíto     —  abbc  +  bbc  1/  be  Quoziente  aab  —  bbc 

Cosí  puré  dividendo  a±abc  +  aaVbc—bc\/bc  per  a  —  Vbc 

averaffi  per  quoziente  aa+bc+  laVbc.  E  fe  la  divifio- 
ne  non  potra  fuccedere  ,  ÍI  feriverá  in  forma  di  fra- 
zione  . 

Dell*  Eflrazione  della  Radice  quadrata  dalle  Quantita 

radicali  . 

49.  Purché  la  quantita  in  qualunque  modo  compo- 
íla  di  razionali  con  radicali  lia  di  radicali  quadratici ,  la 
regola  di  eftrarne  la  radice  quadrata  fará  queíla :  Prefa 
della  quantita  propofta  una  qualunque  parte  ,  che  Ci$l¿ 
maggiore  della  rimanente  3  dal  quadrato  della  parte_. 
maggiore  fi  fottragga  il  quadrato  della  parte  minoren  , 
e  la  radice  quadrata  di  ció  ,  che  refta  ,  li  aggiunga-. 
allá  parte  maggiore,  indi  da  eíTa  ÍI  fottragga;  le  ra- 
dici  quadrate  della  meta  di  quefta  fomma  >  e  della-. 
meta  di  quefta  differenza  preíe  aífieme  ,  pofto  quel  fe- 
gno  alia  feconda  che  á  la  parte  minore  5  faranno  la^> 
radice  quadrata  della  propofta  quantita  .  Debbafi  cava- 
re la  radice  quadrata  dalla  quantita  3+.  1^8,  fottratto  il 

qua- 
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quadrato  di  1/8  dal  quadrato  di  3,  rimane  1,  la  di  cui 
radice  c  puré  1  ;  aggiungendola  adunque  alia  parte_* 
maggiore  ,  cioé  a  3  ,  fará  4  ,  e  dalla  íteíía  fottraendo- 
la  fará  2  ,  adunque  la  radice  quadrata  della  metá  del  4 
con  la  radice  quadrata  della  metá  del  2  faranno  la  ra- 
dice cercata,  cioé  1/2+1. 

Vogliafi  la  radice  quadrata  di  ¿+i/8_i/i2—  1/24  . 
Dal  quadrato  di  <5"-hI/8  fottratto  il  quadrato  di  — 1/12-. 
_  1/  24  ,  rimane  8 ,  la  di  cui  radice  V  8  aggiunta  a_. 
6"+-  i/8,  parte  maggiore,  fa  tf+-2i/8,eda  eíTa  parte.» 
maggiore  fottratta  fa  6  ;  e  peró  la  prima  parte  della_. 

radice  cercata  faráy^ 6-t-zi/8,  cioé  ^ 3 -h  1/ 8,  e  la^. 
feconda  -~i/<5  ,  cioé  — 1/3  (  perché  la  minor  parte_» 

della  quantitá  propofla  era  affetta  dal  fegno  negativo  ) 
onde  1/ 3  +  1/8  —  1/3  fará  la  radice  .  Ma  nell*  antece- 
dente efempio  fi  é  veduto  effere  3  -t-  i/  8  lo  ftefíb  , 
che  14-  1/2 ;  adunque  la  radice  della  propolla  quantitá 
fará  finalmente  14-1/2  —  1/3  , 

Debbaíi  eflrarre  la  radice  quadrata  da  aa  -+2x  Vaa  -xx . 
Sottratto  dal  quadrato  di  aa  il  quadrato  di  zx Vaa  —  xx, 
fará  d*—qaaxx  +•  qx* ,  la  di  cui  radice  é  aa  —  2xx,  la 
quale  aggiunta  alia  parte  maggiore  aa  ,  e  prefane  la^ 
metá,  fará  aa—xx,  e  da  eíTa  fottratta,  e  prefa  la  me- 
tá della  diíferenza ,  fará  xx ;  adunque  la  ricercata  radi- 
ce fará  V  aa  —  xx  +•  x  .  Deb- 
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Debbafi  eftrarre  la  radice  quadrata  dalla  quantitá 
aa-h  $ax  —  raV ax  +-  qxx  .  Dai  quadrato  di  aa*  ¿ax, par- 
te maggíore  ,  fottratto  il  quadrato  di  _  laV ax+qxx , 
rimane  6aix+-  gaaxx  ,  la  di  cui  radice  é  aa+-  3ax, 
la  quale  aggiunta  alia  parte  maggiore  ,  e  prefane  la_- 
meta ,  fa  aa  +-  qax ,  e  fottratta  e  prefane  la  metá  ,  fa_. 

ax;  e  peró  la  radice  cercata  fará  i^aa-h  ^ax  —  Vax. 
Debbaíi  eftrarre  la  radice  quadrata  dalla  quantitá 

aVbc  +  d\/bc+-  iVabcd.  Dal  quadrato  di  a  Vbc  -¥dvbc 

fottratto  il  quadrato  di  21/ abcd,  rimane  aabc  —labcd+bcdd, 

la  di  cui  radice  é  avlic  —  d^bc,  la  quale  aggiunta  alia 
parte  maggiore  ,  ed  indi  fottratta  ,  e  prefa  la  metá 
della  fomma  e  delia  difFerenza,  fará  la  metá  di  detta_* 

fomma  ax/bc,  e  la  metá  di  detta  differenza  dVbc  ; 

adunque  la  radice  cercata  fará  ^ a^bc*  ^dvbc  s  cioé 

^aabc  4-  ^ /bcdd  ,  o  fia  ^aaTc '+•  f^hdd  .  Che  feJ 
non  fuccederá  di  poter  eftrarre  la  radice  ,  fi  porra  al 
fblito  il  vincolo  radicale. 

Del  Calcólo  delle  Potefta. 

50.  Nulla  occorre  notare  intorno  alia  fomma  ,  e 
fottrazione  delle  PoteíU  ,  fcrivendofi  eíTe  puré  una_. 
dopo  l'altra  con  que*  fegni  che  armo  ,  nel  primo  cafo, 
e  mutandofi  i  fegni  nel  fecondo  .  Ma  rifpetto  all'altre_» 

ope- 


* 
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operazioni ,  che  riguardano  gli  efponenti :  Sí  offervi 
primieramente  ,  che  prefa  l'unitá  per  primo  termine», , 
ed  una  qualunque  quantitá  ,  per  efempio  a  ,  per  fecon- 
do,  indi  fucceíTivamente  le  altre  poteftá  per  ordine_* 
della  fteíTa  quantitá  a ,  é  chiaro  che  formerafli  una-, 
progrefíione geométrica  crefeente  x  ,  a,  aa>  a*  >  *,  a6 
ec,  e  che  gli  efponenti  di  eíTa  progreflione  formerah- 
nóN  una  progreflione  aritmética  crefeente,  che  Tara  o, 
i ,  2,  3 ,  4,  5,  6  ec,  íl  di  cui  primo  termine  é  il  zero  , 
perché  eflendo  l'unitá  il  primo  termine  della  geométri- 
ca ,  in  eíTo  la  quantitá  a  é  elevata  a  poteftá  zero,  cioé 
a  neíTuna  poteftá  di  modo  ,  che  i=a=a°.  In  fatti 

moltiplicando  tanto  a,  quantó,  a°  per  a9  onde  non  íi 

a 

turbi  l'eguaglianza ,  fará  a^a0*1  ,  grandezze  patente- 
mente identiche  .  E  fe  in  oltre  íi  continuerá  la  fteílk-, 
progreflione  geométrica  al  di  fotto  dell'unitá,  fará  efla 
i ,  i  ,  i ,  i ,  i_,  £  ec. ;  e  continuando  parimenti  la^, 

a  aa  a*  a*  a% 
progreflione  aritmética  degli  efponenti ,  efli  doveranno 
eííere  o,  —  i ,  —  2 ,  —  3 ,  —  4  ec;  e  pero  negativi  gli 
efponenti  4i  tali  poteftá  ,  adunque  i  ,         ec  fará  lo 

a  aa  a1 

(lefío , che  ¿ ,         a— 3ec,  e generalmente  1  fará  lo 

an 

fteílb,  che  a— n  ;  vale  a  diré ,  che  íi  potrá  fempre  far 
pallare  nel  numeratorc  di  una  frazione  la  poteftá ,  che 

e 
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é  nel  denominatore,  mutando  il  fegno  all'efponente,  c 
vicendevolmente  . 

51.  Se  di  piú  íl  voleíTero  introdurre  nella  progrcf- 
fione  geométrica  de*  nuovi  termini  intermedj,  gli  efpo- 
nenti  di  queíti  faranno  nuovi  termini  intermedj  íimili 
nella  progrefíionc  aritmética;  quindi  poiche  Va  é  media 
geométrica  fra  1' imita  ed  a>  l'efponente  di  eíTa  dovrá 
eíTere  medio  aritmético  fra  il  zero  e  hmitá  ;  e  pero 
fará  — ,  adunque  fará  lo  íleíTo  Va  ed  a?  .  Se  intendaníí 

due  medie  proporzionali  geometriche  5  che  fono  ^  a 

la  prima  ,  e  V aa  la  feconda  ,  dovfanno  eíTere  medj 
aritmetici  i  loro  efponenti  fra  il  zero  e  I' imita,  e  pero 

faranno  7,  ef;  adunque  fará  lo  íleífo  r  a  ed  a  5  , 
v'aa  ed  ¿7-  .  Se  introdurranfi  tre  medie  proporzionali 
geometriche  ,  che  fono  y  a  la  prima ,  praa  la  fecon- 
da ,  J/a*  la  terza  ,  dovranno  eíTere  i  loro  efponenti 

i~,  ~,  t  .  Adunque  fará  lo  ílefíb  r  a  ed  a  ♦>  p'aa 

ed  a  ,  ra1  ed  a*  i  e  cosí  difcorrendo  di  quante 
altre  medie  fi  vogliano  introdurre  ,  onde  fará  lo  íteíTo 

generalmente  f/an   ed  am. 

Lo  íteíTo  difcorfo  facendo  rifpetto  alia  progrefllone 

1 

prodotta  al  di  fotto  dell'  unitá  ;  ficcome  Va  é  media  tra 
I'unitá  ed--¿-,  o  fia  tra  l'unitá  ed  a  1  ,  cosí  l'efponente 

H  di 
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di  eíTí  dovra  eíHre  medio  tra  il  zero  e  l'uniiá  negativa, 
fará  egli  adunque  —  t  5  e  peró  íara  lo  ÜeíTo  ^  ,  ed 


a    *  y  o  fia  "37  ;  cosí  puré  fará  lo  fteílb  3^  ed  ¿7  rf 

o  fia  *    i  ;farálofieíTo¿7^  ed^T?  ovvero    *    ec. ,  e 

generalmente  fará  lo  íleíTo         ed  a  *»  ,    o  fiaT"  • 

Ció  ,  che  ho  detto  delie  potefiá  intiere  ,  o  rotte 
di  quantitá  incompleíle  5  s'intenda  egualmente  di  quan- 
titá  compleíTe  ,  di  modo  che,  per  efempio   ] 


aa  4-  bb 

m 


fará  lo  rteflb,  che  aa-hbb  ;  e  cosí  r  aa^bb    fará  lo 


fteíTo  ,  che  aa^bblTi  ;  e  mr  fará  lo  ftefTo  ,  che 

aa+  bb 


,n  ,  o  puré  aa  +  bb  m  . 


aa  +  bbm 

52.  Dalla  natura  delle  due  foprappofie  progreílío- 
ni  ,  geométrica  ,  ed  aritmética  ,  fi  ricava  la  maniera-, 
di  moltiplicare  tra  loro  ,  e  dividere  due  potefiá  ,  quali 
íi  fieno  ,  della  medefima  quantitá  ,  cioé  fommando  gli 
dponenti  loro  quando  vogliono  moltiplicarfi  le  potefiá, 
e  fottraendo  Tefponente  del  divifore  dalPefponente  del 
dividendo  quando  vogliono  dividerfi  .  Imperciocché  per 
ció,  che  fpetta  alia  moltiplicazione  ;  comecché  il  pro- 

dotto 
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dotto  é  il  quarto  proporzionale  dcll' unirá  ,  e  de'  due_> 
moltiplicatori  ,  faranno  quefti  quattro  termini  in  una^, 
progreífione  geométrica  3  e  gli  efponenti  loro  in  una_- 
progreífione  aritmética;  adunque  T  efponente  del  quar- 
to ,  cioé  del  prodotto  ,  deve  eíTere  maggiore  dell' efpo- 
nente del  terzo  di  quanto  Y  efponente  del  fecondo  é 
maggiore  dell'  eíponente  del  primo;  ma  T  efponente  del 
fecondo  é  maggiore  deli*  efponente  del  primo  ,  che  é  il 
zero  5  di  tutto  fe  fteílo  ;  adunque  Y  efponente  del  quar- 
to dovrá  eíTere  maggiore  dcllf  efponente  del  terzo ,  quan- 
to é  1'  efponente  del  fecondo  ,  cioé  dovrá  eíTere  la  fom- 
ma  dell' efponente  del  fecondo  f  e  del  terzo.  Per  ció, 
che  riguarda  la  divifione  ;  ella  é  la  íleíTa  proporzione_* 
della  moltiplicazione  ,  ma  inverfa  ,  il  di  cui  primo  ter- 
mine é  il  dividendo  ;  il  fecondo  il  divifore  ;  il  terzo  il 
quoziente  ;  ed  il  quarto  1*  imita  ,  onde  quanto  Y  efpo- 
nente del  dividendo  é  maggiore  dell' efponente  del  di- 
vifore, tanto  dovrá  eíTere  maggiore  del  zero  1*  efponen- 
te del  quoziente  ,  e  peró  dovrá  eíTere  appunto  la  diffe- 
renza  degl' efponenti  del  dividendo,  e  divifore.  Adun- 
que per  moltiplicare  aa  con  a  fi  fará  az+l  9  cioé  a1  ; 
per  moltiplicare  a 5  con  aa  fi  fará  as^z  9  cioé  a7  ;  per 
moltiplicare  a6  con  a9^1  ti  fará  a6~ cioé  a'  ;  per 

moltiplicare  a~7  con  a~T  fi  í$r£  uT¡  f7 »  cioé  a\-  ;  per 

moltiplicare  a  ,{~T  con  ¿rp  fi  fará  a~~T~Jf  ,  cioé  a~-jj; 

per  moltiplicare  a  m  con  a  T  fi  fará  a  ~  T3  cioé 
a       ™t    •  H  2  E 
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E  cosí  per  dividere  a 3  per  a  fi  fara  a1"1  ,  cioc 
a1;  per  dividere  a%  per  aT    Ü  fara  #5         cioé  a7  ; 

per  dividere  ¿z1  per  ¿  -  fi  fará  a     z  ,  cioe  a  -  ;  per 

dividere   í¡¡  per#    *  íi  fara,  a~7  % ,  cioé  ¿  6  ;  per  di- 

videre  a    ñ  per  a~  T   fi  fara  ¿  >      *     ,  cioc 

¿I   ti  t  Z±  mr 
&  mt  * 

53.  E  poiché  nella  progrefíione  di  fopra  confidc- 
rata  ,  prefo  un  qualunque  termine  ,  il  termine  dell*  ef- 
ponente  doppio  é  il  quadrato  del  termine  prefo  ;  il  ter- 
mine dell'efponente  triplo  é  il  cubo;  dell'efponente_* 
quadruplo  la  quarta  poteftá  ec.  ;  ed  il  termine  dell*  ef- 
ponente,  che  fia  la  meta,  é  la  radice  quadrata  del  ter- 
mine prefo  ,  il  termine  dell'efponente  ,  che  fia  la  ter- 
za  parte,  la  quarta  ec- ,  é  la  radice  cuba,  quarta  ec. 
del  termine  prefo  ;  ne  viene  per  confeguenza ,  che  per 
ridurre  una  poteftá  ad  un'altra  ,  bafterá  moltiplicare 
i'efponente  della  poteftá  data  per  V  efponente  di  quella 
potefta  ,  a  cui  fi  vuole  elevare  ;  e  per  cavarne  una_. 
qualunque  radice  ,  bafterá  dividere  Pefponente  della  po- 
tefta per  T Índice  della  radice. 

Cosí  per  elevare  na  al  cubo  fi  fará  a  A  ,cioé^d; 

per  elevare  a  3    al  cubo  fi  fará  a  *  X  9  ciot  aa;  per  ele- 

varé  a  4   alia  quinta  poteftá  fi  fará  a      j  per  elevare 

■a    "r7i  alia  poteftá     7   fi  fará  a    mt  .  Cosí  per  cava- 
re 
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s 

re  la  radice  quadrata  da  a'  fi  fará  a  *  ;  per  cavare  la 

i  j  

radice  cuba  di  a  ?  fi  fara  rX}5  cioé  *  6  ;  per  cavare 

la  radice  r  da  a    IT  fi  fará  4     nr  ec. 

54.  Ció  ,  che  ho  detto  delle  potertá  di  una  mede- 
fima  quantitá  incompleja  ,  s'intenda  egualmente  detto 
delle  potertá  di  una  medefima  quantitá  compleíTa  ,  co- 
me da  fe  é  chiaro  ;  e  con  quefto  método  fi  viene  a-, 
facilitare  moho  il  calcólo  delle  frazioni ;  e  de'  radicali. 

ZV  Divifori  lineari  d'una  qualunque  Formóla. 

55.  Una  qualunque  quantitá  o  formóla  incompleíTa, 
o  compleíTa  fi  dice  prima  e  fempüce  quando  ella  non 
é  divifibile  efattamente  da  quantitá  alcuna  ,  fuorché  da 
fe  rtefTa  5  e  dali'unitá;  e  chiamafi  comporta  quando  é 
divifibile  efattamente  per  alcun'altra  quantitá.  Prime  o 
femplici  farebbero  ,  per  efempio  ,  a+b  ,  aa+xx  9 
x*~aax  +aab  ec.  ;  comporte  áb ,  che  é  divifibile  per 

e  per  b ;  aa  —  xx  ,  che  é  divifibile  per  a  +  x  ¡  e  per 
a~x  ec. 

Due  ,  o  piü  formóle  fono  prime  rifpettivamente 
tra  loro  quando  non  ánno  alcuno  comune  divifore  ,  e 
che  la  minore  non  é  un  divifore  delia  maggiore  ;  tali 
farebbero  tra  loro  bb  ed  aa  ;  aa+~  tab  4-  bb  ed  aa  +  bb 
ec.  ;  ed  all'opporto  fono  afTolutamente  ,  e  relativamen- 
te tra  loro  comporte  quando  ánno  qualche  común  di- 
vifore, 
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viíbre  ,  o  che  una  divide  l'akra  ,  come  a  diré  aa  ,  ed 
ab  ,  che  fono  ambe  diviíibili  per  a  ;  aa~xx9  ed  a+-  x , 
che  fono  diviíibili  per  a+  x  ec. 

Per  avere  tutti  i  divifori  incompleífi  di  una  quanti- 
ta  numérica,  o  Jetterale  ,  o  milla;  fi  divida  eíTa  per 
lo  mínimo  di  lei  divifore  ,  ed  ii  quoziente  di  nuovo  per 
lo  mínimo  di  lui  divifore  ,  e  cosí  fuccefíivamente  fino 
a  tanto  ,  che  fi  trovi  un  quoziente  ,  che  piú  non  polla 
dividerfi  ,  che  per  fe  IleíTo  ;  quefte  quantitá  ,  per  le 
quali  é  ñata  divifa  la  propofta  formóla  ,  comprefa  l'uni- 
ni  ,  faranno  tutti  i  divifori  femplici  ;  e  prefi  a  due  su, 
due  ,  a  tre  a  tre  ,  a  quattro  a  quattro  ec.  ,  cioé  fecon- 
do  tutte  le  combinazjoni  ,  daranno  tutti  i  divifori 
compofti  , 

Si  vogliano  i  divifori  del  numero  300 
Si  fcriva  il  numero  dato  300  in  (/í),  ed  accanto 
in  (B)  il  minimo  divifore,  che  é  ii  2  ;  fatta  la  divifio- 
ne  per  2  ,  fi  fcriva  in  (A)  ii  quoziente  150  fotto  il 
300,  e  quefto  150  di  nuovo  ii  divida  per  2,  e  gli  ii 
fcriva  di  contro  in  (B)  il  divifore  2,  ed  il  quoziente 
75  íi  fcriva  in  {A)  fotto  al  primo  quoziente  150  •  Poi- 
che  il  75  non  é  divifibile  per  2  ,  fi  divida  per  3  ,  e 
di  contro  gli  fi  fcriva  in  (B)  il  divifore  3  ,  e  fotto  in 
(A)  il  quoziente  25  ;  ii  mínimo  divifore  del  25  é  il  5, 
che  gli  ñ  fcriva  dirimpetto  in  (B)  ,  e  fotto  in  {A)  il 
quoziente  5  ;  il  quoziente  ultimo  5  non  e  divifibile  , 
che  per  fe  ftefíb  ,  adunque  fi  fcriva  puré  accanto  ííu, 
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(B)  eíTo  divifore  5  ,  e  fi  avranno  tutti  i  divifori  primi, 
ai  quali  ti  aggiunga  l'unitá,  perche  eíla  é  fempre  un-. 
diVffore  di  qualu fique  quantitá  .  Per  avere  tutti  i  divifo- 
ri compolli  fecondo  tutte  le  combinazioni  ,  per  il  fe- 
condo  divifore  íi  moltiplichi  il  primo  ,  ed  il  prodotto 
4  íl  fcriva  in  (B)  accanto  al  fecondo  divifore  ;  per  il 
terzo  divifore  íl  moltiplichi-no  tutti  i  fuperiori  ,  e  gli 
íi  Icrivano  a  canto  i  prodotti  6  5  12  (  ponendo  una  fol 
volta  quelli  ,  che  poteíTero  eíTere  replican  )  ,  per  il 
quarto  fi  moltiplichino  parimenti  tutti  i  fuperiori  ,  e  gli 
fi  fcrivano  accanto  i  prodotti  ,  e  cosí  fucccífivamente 
fino  airultimo.  I  numeri  fcritti  in  (£)  faranno  tutti  i 
divifori  del  propoffco  numero  300  . 

{A)  (5) 
1 

300  2 
150         2  4 
75         3    6  12 
25         5  10  15  20  30  ¿o 
5         5  25  50  75  100  150  300 
I 

Sia  la  formóla  mabb  9  di  cui  debbanfi  ritrovare  tutti 
i  divifori  .  Poiché  non  é  divifibile  per  2  ;  fi  divida  per 
3  ,  che  gli  íi  fcr'va  di  contro  in  (£),  ed  il  quoziente 
jabb  di  fotto  in  (A)  9  fi  divida  jabb  per  7  ,  che  gli  íi 
fcriva  di  contro  ,  ed  il  quoziente  abb  di  fotto  ;  dividaíi 
abb  per  a  ,  che  gli  íl  fcriva  di  contro  ,  ed  il  quoziente 
bb  di  fotto  ;  indi  fi  divida  bb  per  b ,  che  íi  fcriva  di 

contro  5 
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contro  ,  e  di  fotto  il  quoziente  b  ,  che  íi  divida  per  b'y 

e  gli  íi  fcriva  di  contro  ,  e  íi  avranno  tutti  i  divifori 

primi  i,  3,  7,  a,  b,  b  della  prapofta  quantitá.  Per 

avere  i  compofii :  ü  moltipiichi  il  3  in  7  ,  e  nafce  21; 

íi  moltiplichino  il  3  ,  il  7  ,  ed  il  21  in  a  ,  e  nafcono 

3¿  ,  7# ,  2i¿7;  íi  moltiplichino  in  b  i  diyifori  3,75  2*3 

¿,  3#j  7^5  2la,  e  nafcono  3¿,  7^,  2\b ,  út&,  3^,  7^, 

2i<4¿  ;  il  moltiplichino  finalmente  3  ,  7  ec. ;  cioé  tutti  \ 

fuperiiori  in       e  nafcono  (  ommeífi  i  fuperflui ,  che 

nafcono  replicad)  bb  ,  ^bb  ,  jbb  ,  2ibb  ,  abb  ,  "$abb , 

7,?¿¿  ,  21  abb  ,  e  la  colonna  (B)  contiene  tutti  i  divifori 

della  quantita  propofta  . 

(A)  (B) 
1 

2i^¿  3 
7^      7  9  21 
^      ¿z,  3¿,  7a9  2Xa 
bb       b,  3b,  jb,  zib,  ab  ,  "¡¡ab  ,  Jab,  nab 
b       b3bbylbby  jbb,  2ibb,  abb,  ¿abb,  Jabb,ijabb 
X 

Símilmente  fia  2abb  —  óaac.  Si  divida  prima  per  2  ,ed 

il  quoziente  abb  —  ^aac  per  a  ,  ed  il  nuovo  quoziente 

bb  -  $ac  per  fe  medefimo  ,  giacché  per  neíTuna  quantitá  é 

divifibile ,  e  pero  tutti  i  divifori  fono ,  come  nella  colonna  ( B ) 

(A)  (B) 
1 

2abb—6aac  2 
abb  —  ^aac     a  ,  2a 
kh—^ac       bb «-«.3 ac ,  zbb—  6ac ,  abb—  3 aac ,  zabb  —óaae, 
I 
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5¿.  Ma  fe  1*  ultimo  quoziente,  o  puré  la  formóla  ftef- 
fa  da  prima  propofta ,  foíTe  bensi  compoíta ,  non  peró  di- 
vifibile  nel  modo  fuddetto  per  alcunaquantita  incompleífa , 
di  modo  che  foíTero  compleffi  tutti  i  fuoi  divifori,  la  ma- 
niera per  averli  é  diverfa ,  ed  e  quefta.  Si  ordini  la  quanü- 
ta  relativamente  ad  una  lettera,  come  é  Hato  detto  al  nu- 
mero 24.;  íl  riducano  i  termini  alia  medefima  denomina- 
zione,  fe  vi  fono  frazioni,  indi  íi  trovino  tutti  i  divifori 
dell'  ultimo  termine  compofti  dai  divifori  numerici,  fe  vi 
fono,  e  dalla  lettera  di  una  dimenfione^  e  fe  il  maflimo 
termine  á  coeficiente  numérico,  íi  dividano  per  ciafche- 
duno  di  que*  numeri,  per  i  quali  é  divifibile  eíTo  coeffi- 
cíente  del  maíTimo  termine;  per  ognuno  di  quefti  divifori 
aggiunto,  ed  indi  fottratto  dalia  lettera,  per  cui  é  ordina- 
ta  la  formóla,  fi  tenti  la  divifione;  e  tutti  quelli ,  per  i 
quali  riefce  ,  faranno  tanti  divifori  della  quantitá  pro- 
porta  . 

Sia  la  formóla  y1  —  ¿\ayy  '¡aay—  2al  —  o  .  I  divifori 
di  una  dimeníione  dell' ultimo  termine  fono  a  ,  2a. 
Devefi  adunque  provare  la  divifione  per  ciafcun  di  que- 
fti  aggiunto  alia  lettera  y  ,  indi  íottratto  (  giacché  il 
coeficiente  del  mafimo  termine  y 3  é  l'uniiá  )  cioe  pe? 
y±a  ,  per  y+z  2a  .  Si  divida  primeramente  per  y~2ay 
ed  il  quoziente  b  yy—  iay  +•  aa  ,  che  puré  é  divifibile 
per  jy  — ¿  dando  di  quoziente  y  —  a,  quindi  i  divifori 
della  propoíla  formóla  fono  y~a>y  —  a,  y—  2a,  dal 
-prodotto  de*  quali  e  nata  . 

I  Sia 
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Sia  la  formóla  6y*—  ay%  —  naayy*-  +s  ioa*  ¡ 
I  divifori  d'una  dimeníionc  ÓeHf  ultimo  termine  fono  a, 
za,  4  a,  fá¿  ioa,  20a  ;  e  perché  il  primo  termine  6y* 
é  diviíibile  per  z,  e  per  3,  fi  dovrá  tentare  la  divifio- 
ne  per  y±.a ,  jj/±l  ¿  ,  JV±       y  ±-5a*  y±~5a*  y±.i°a> 

z  z 

y±:  a,  y±  za,  y±qa,  y±  ¿a,  ya  loa^y+jioa-  Ma  per- 

3       3       "T       T      ~  3 

perché  troppo  nojofa  fatica  farebbe  il  provare  con  tutti 
i  divifori*  per  vedere  fra  i  moki ,  quali  debbanfi  fce- 
gliere,  fi  faccia  y  —  z+a,  e  fi  foftituifca  in  luogo  di  y9 
e  fue  poteflá  quefto  valore  ,  e  nafcera  un'altra  formóla  ^ 
cioé 

¿z4  +•  zqaz 3  +-  $6aazz  +-  240 3  z  +-  6a+ 
~    az%—  ^aazz  —  ¿a3z  —  a* 
—  ziaazz  —  42*3  Jz  —  2i¿ 4 
+■  30*2;  +-  3¿4 

ovvero  ,  ció  che  é  lo  fleíTo  , 

6z++>  2¿az*+-  \  iaazz  —  i8a3z+-ja+ 

Dell*  ultimo  termine  ja*  di  queíta  formóla  fi  tro- 
vino  tutti  i  divifori  ,  cioé  a,  €  ja,  che  divifi  per  2 ,  e 
per  3  fanno  a,  ay  ja,  ja,  e  perché  fi  é  fatto  yzzz-+a, 

x     3       2  3 

fe  queÜi  divifori  poíTono  fervirc  per  la  feconda  formó- 
la data  per  z  ,  ferviranao  anche  per  la  prima  data  per 
y  quando  fi  accrefcano  della  quantitá  a  ,  cioé  facendo 
<$a,  4a,  pa>  10a.  Quefti  divifori  adunque  fi  paragonino 

coi 
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coi  divifori  per  la  prima  formóla  ,  e  fcelti  quelli  foli  , 
che  tra  loro  convengono  ,  cioé  44  ,  e  10a ,  per  queíU 

Ti  T~ 

aggiunti  ,  e  fottratti  dalla  y  fi  tenti  la  divifione  ,  che_* 
fuccede  per  y  +  qa.  Ma  fe,  ció  non  oftante,  rimangono 

T 

ancora  molti  di  numero  i  divifori  fcelti  da  queílo  para- 
gone  ,  fi  faccia  yzzz  —  a,  e  nafcera  im' alera  formóla  . 
Dai  divifori  ritrovati  per  queíla  fi  fottragga  la  quantita 
^ ,  indi  fi  paragonino  con  quelli,  che  fi  fono  fcelti  per 
rnezzo  della  feconda  ,  e  per  quelli  che  convengono  , 
che  faranno  ín  minor  numero  9  fi  tenti  la  divifione  . 
In  queílo  modo  operando  fucceíBvamente  con  altre  fo- 
fiituzioni  di  y^zz+  ta,  y—z—za  ec.  fi  potranno  ridur- 
re  a  quel  minor  numero,  che  fembrerá  bailare. 

57.  Quando  la  proporta  formóla  á  il  maffimo  termi- 
ne moltiplicato  per  qualche  numero,  in  luogodi  ufare  del- 
la regola  accennata  per  quefio  cafo,  puó  tornare  piü  co- 
rnodo  ii  mutare  la  formóla  in  un'altra  ,  ií  di  cqi  primo 
termine  non  fia  moltiplicato,  che  per  í'uniti,  ed  indi  ri* 
trovare  di  quefta  i  divifori  ,  dai  quali  paíTare  poi  a  quelli 
della  propofta  formóla. 

Sia  per  efempio  la  formóla  $y 5  +  ?ayy—  naay  -  \zaab . 

+■  ^byy  ■+•  paby 

Si  faccia  %y~%  (e  generalmente  ny~z9  podo  il  coeffi- 
cíente  numérico  dell'  incógnita  eguale  ad  n  )  e  pero 
y~  z  ,  e  fofiitu  ti  in  luogo  d\y,  e  fue  poteftá  i  valori  dati 

7 

I  2  per 
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per  z,  fara  la  formóla  : 

z'+-9jzz+-  ibzz—  i,6aaz-h  nthz—  io%aab .  Si  trovino  i 

v 

divifori  di  queíla  (  omraeíTo  per  ora  il  denominatore  9  ) 
che  faranno  z  4-  na,  z  —  3¿z,  z  4-  3&,  e  mettendo  in  cori- 
to il  denominatore  9,  fe  ne  divida  uno  per  9,  ovvero  due 
per  3 ,  e  faranno,  per  efempio,  z 4-  na  ,  z  —  ¿a,  z  4-  3¿; 

mafiéfatto  3/rrz  ,  adunque  fi  foftituifca  nei  divifori  in  luo- 
go  di  %  quefto  valore,  ed  averaníi  3^4-  1 za  ,  y  —  # ,  y  + 
che  fono  i  tre  divifori  della  formóla  propoíta: 
¿y  i  +  gayy  —  1 zaay  —  1 2#¿?  £  . 
+■  sbyy-t-  9oby 


CAPO 
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CAPO  II. 

Dellc  Equazioni,  e  de  Problemi  pañi  determinad  . 

58-  JlQuazione  é  un  rapporto  di  uguaglianza,  che  due, 
o  piú  quantita,  fieno  eíTe  numeriche,  geometriche,  o  fifi- 
che,  ánno  tra  loro  adíeme  parago ríate,  o  che  ánno  col 
zero  fe  ad  eíTo  fi  paragonano.  11  compleíTo  di  tutti  que' 
termini ,  che  avanti  al  fegno  d'egualita  fi  fcrivono  ,  chia- 
mafi  il  primo  membro  dell'equazione,  ed  il  compleíTo  di 
tutti  quelli,  che  íi  fcrivono  dopo  ,  chiamafi  il  fecondo 
membro,  ovvero  homogéneo  di  comparazione  .  I  termini 
dell'equazione  fono  omogenei  quando  ciafcun  di  loro  é 
della  fteffa  dimenfione  ,  e  peró  fi  dice  eíTeríi  nell'equa- 
zione  oíTervata  la  legge  degl* omogenei,  come  nell'equa- 
zione  axx  —  bbx  —  a*  ,  e  cosí  all'oppofto  diceii  non  eíTeríi 
oíTervata  la  legge  degl*  omogenei  quando  i  termini  tali 
non  fono,  come  nell'equazione  x*  —  axx^z a. 

5P.  Problema  é  una  propoíizione,  in  cui  íi  domanda 
di  fare  ,  o  di  fapere  alcune  cofe  per  mezzo  di  altre  cofe_# 
note,  e  di  alcune  condizioni,  che  íi  chiamano  i  dati  del 
problema ;  ficcome  quelle ,  che  fi  cercano  ,  i  quefiti  o 
queftioni  fi  appellano . 

60.  I  Problemi  altri  fono  determinad,  altri  indeter- 
minati;  determinad  fono  quelli,  che  ánno  foluzioni  di  nu- 
mero finito  ,  e  determinato  ,  cioé  quelli,  che  o  con  una^. 

fula 
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fola  determinazione  fi  poíTono  fclorre,  o  fe  con  piü ,  di 
numero  pero  finito,  e  determinato.  Tale  farebbe  ¡l  ricer- 
care  (  Fig.  i.  )  dove  debbafi  tagliare  la  data  retta_* 
AB  in  modo,  che  tutta  abbia  al  maggior  Tegmento  quella 
ragione,  che  a  il  maggior,  fegmento  al  minore  ;  imper- 
ciocché  un  folo  punto  in  eíTa  puó  darfi  ,  per  efempio  C , 
onde  nafca  la  proprietá ,  che  11  cerca  .  Lo  fteíTo  (  Fig. 
2.  )  farebbe  il  ricercare  nel  diámetro  di  un  dato  fe- 
micircolo  AED  quel  punto,  per  efempio  C,  da  cui  al- 
zando una  perpendicolare  CE  terminaba  alia  periferia-., 
fia  eíTa  eguale  alia  terza  parte  del  diámetro ,  mentre  due_* 
foli  di  queili  punti  egualmente  lontani  dal  centro  fod- 
disfanno  alia  queftipne. 

Che  fe  verrá  propoflo  di  cercare  fuori  della  data  A  D 
un  punto  F  tale,  che  da  eíTo  condotte  all'eftremitá  della_, 
data  AD  le  rette  EA,  ED,  fia  l'angolo  AED  retto;  fí 
trovera,  che  infiniti  fono  i  punti  E,  che  fciolgono  il  pro- 
blema ,  cioe  tutta  la  periferia  AED,  come  é  noto  dall' 
Euclide;  medefimamente  fe  fi  cerehi  nel  diámetro  AD 
un  punto  C,  da  cui  alzata  la  perpendicolare  CE  nel  cir- 
colo,  eíTa  lia  media  proporzionale  tra  i  fegmenti  AC, 
CD9  fi  trovera,  che  ogni  punto  del  diámetro  ftioglie  la_. 
queítione,  e  perche  tali  punti  fono  infiniti,  infinite  fono  Ic 
foluzioni  del  problema  ,  che  perd  dicefi  indeterminato. 

I  problemi  determinan  di' una  fola  incógnita  ánno  bi- 
fogno,  gl'indeterminati  di  due;  h  maniera  peró  di  arri- 
bare all'equazione  é  la  íleíía  in  quelli ,  ed  in  quefii  j 

de* 
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de*  fecondi  tratteró  particularmente  al  Capo  terzo. 

tfi.  Le  quantitá  cognite,  e  date  foglionft  denomina- 
re, come  altrove  íi  é  detto,  con  le  prime  lettere  dell' alfa- 
beto; le  incognite,  e  che  fi  cercano, con  una  delle  ultime 
avvertendo,  che  fe  la  quantitá,  che  fi  cerca,  é  una  linea, 
debba  eíTa  avere  fcmpre  origine  e  principio  da  un  punto 
fiíTo,  e  determinato.  E  comtcché  ció,  che  fi  cerca,  íi  fup- 
pone  giá  per  fatto,  e  noto  col  chiamarlo,  per  efcmpio^ 
¿c;  quindi  é,  che  da  que  fia  quantitá  fuppoíla  cognita  ven- 
gono  cognite  e  date,  come  fi  fuol  diré ,  per  VIpotefi,  altre 
che  da  queda  dipendono.  Cosí  eíFendo  (  Fig.  r.  ) 
data  AD~a  ,  e  fuppoílo  Cil  punto  cercato,  e  pero  chia- 
mata  AC~x9  íará  CDzza  —  x,  e  cosí  fi  diícorra  di 
molte  altre.  In  oltre  febbene  molte  quantitá  non  fono  ef- 
preíTamente  date,  qual'é  la  linea  A  D9  lo  fono  peí  ó  im- 
plícitamente^ come  íi  dice  ,  per  la  coflruzione .  Cosí  nel 
triangolo  rettangolo  AED  (  Fig.  2.  )  quando  fia_* 
data  Pipotenufa  AD=.a,  il  lato  EDzzb ,  fará,  per  la  47. 

del  primo  di  Euclide,  dato  puré  il  lato  AE  —  Vaa~bb  . 
Cosí  nel  femicircolo  AED;  dato  il  diámetro  AD~a}  il 
fegmento  ACzzb9  fará  CD  —  a  —  b9  e  per  la  8.  del  6.  di 
Euclide  fará  CEzzl/ab—bb;  o  puré  chiamata  AC—x9 

fará  CEzzVax  —  xx  data  per  l'ipotcfi,  e  per  la  coflruzio- 
ne. Cosí  nel  triangolo  rettangolo  (  Fig.  3.  )  ACB*, 
abbaíTata  dall'angolo  reno  B  la  perpendicolare  BD9  fo 
íkno,  per  efempio,  date  le  due  ACzz¿9  AB~b9  faranno 

pari- 
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parimente  date  tutte  Paltre  BC,  BDy  A  D,  DC;  cioe 

CBzivaa  —  bb  per  la  47.  del  primo  d'Euclide,  come  fi  é 
veduto  ,  e  per  1*8.  del  6.  fára  CD  terza  proporzionale 
di  ,4  C,  e  di  CB  ;  quindi  fará  zzaa  —  bb,  per  la  17.  dallo 

fleíTo  lib.  ^ÍD  fará  terza  proporzionale  di  AC9  e  di  ^ÍB; 
e  pero  ~bb;  DB  fará  media  tra  AD,  e  DC,  o  puré 

quarta  proporzionale  di    C,  CB,  ^B;  e  pero,  per  la  itf. 

dello  üeíTo  libro,  ~b\/aa  —  bb  .    Cosí  (  Fig.  4.  )  nel 

a 

triangolo  rettangolo  ABC;  fe  fia  DH  parallela  aBC,  e 
fiano  date  AB  =  ay  BC=¿,  ADzzx9  per  la  4.  del  fefto 

faranno  date  D fí=  bx,  AH—  x\Saa  +  bb  ¡  z  cosí  dicaft 

a  a 

áx  infinite  altre. 

62.  Col  fupporre  adunque  giá  fatto  ,  o  noto  ció ,  che 
deve  farfi,  o  faperfi,  e  maneggiando  indiferentemente  le 
quantitá  date,  e  quefite,  fi  adempiano  tutte  le  condizioni, 
che  nella  propofizione  del  problema  fi  dimandano,  e  fi 
arriverá  alia  equazione  .  Sia  ,  come  fopra  ,  la  retta  AB 
(  Fig.  1.  )  che  debbafi  tagliare  extrema  &  media  ra- 
tione .  Sia  ABzza,  e  fia  C  il  punto,  che  fi  cerca  ;  fará 
ACzzx,  e  peró  CBzza-,  x .  La  condizione  impofUci  é, 
chedebbaeíTere^B,  AC  : :  A  C,CB,  cioé  a,  x  :  x ¡  a—  x\ 
ma  per  la  natura  dclla  proporzione  geométrica  il  prodocto 
degl'eftremi  é  uguale  al  prodotto  dei  mezzi;  adunque  fará 
aa ~  ctx xx y  edeccoci  all'  equazione .  Sicno  dati  tre  nu- 
men, 
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meri,  il  primo  fia  4.,  il  fecondo  5.,  il  terzo  10.,  e  fi  cer- 
chi  un  quarto  numero  tale,  che  fe  dal  prodotto  di  quefto 
nel  terzo  fi  fottragga  il  primo,  ed  il  reíto  per  eíTo  primo 
fi  divida;  il  quoziente  fia  eguale  al  fecondo  numero  dato. 
Sia  x  il  numero  cercato }  adunque  il  prodotto  di  quefto  nel 
terzo  fará  iox,  e  fottraendo  il  primo,  io#  — 4,  e  dividen- 
do per  eíTo  primo ,  iox  —  4 ,  raa  per  la  prefcrizione  del 

4 

problema  deve  eííere  iox  —  4  eguale  al  fecondo  numero 

4 

dato  5;  ecco  adunque  l'equazíone  10^  —  4—5. 

4 

Dati  nel  triangolo  ABC  ( F/g.  4.  )  i  Iati  AC~a, 
BC—b,  e  la  bafe  AB  —  c;  fi  ricerca  in  efla  il  punto  D  ta- 
le, che  alzata  DH  parallela  a  BC,  fia  il  quadrato  di  DH 
eguale  al  rettangolo  di  ADY.DB.  Si  chiami  AD  —  x, 
adunque  fará  DB  —  c—x,  e  per  i  triangoli  fimili  ABC, 
ADH  fará  DHzzbx,  e  peró  adempiendo  ció,  che  il 

problema  richiede,  fara  l'equazione  bbxxzzcx  —  xx. 

te 

6y  Se  il  dato  triangolo  ABC  fará  rettangolo  in  B 

nons'avráa  denominare  AC^a  ,ma  bensi  =i/bb+-  ce  per 
efprimere  con  ció  la  condizione  data  dell'  angolo  retto  . 
Cosí  fe  nel  femicircolo  A  E  D  (  Fig,  2.  )  fará  dato  il  diá- 
metro ADzzia,  il  fegmento  AC~b,  non  pero,  perché 
fia  data  in  confeguenza  la  CE,  fi  potra  efprimere  conc- 
una qualunque  lettera  ,  ma  dovrá  denominarfi  per  la_. 

K  pro- 
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proprietá  del  circolo  col  farla  ~v%ab  —  bb  apputtto  per 
indicare  ,  che  cíft  íia  ordinata  del  circolo  al  punto  C;  e 
ció  generalmente  s'intenda  doverfi  fare  in  tutti  i  cali  di 
fimil  natura.* 

<?4.  Ma  ció ,  che  puó  fare  qualche  difHcoká  fi  é,che 
i!  piú  delle  volte  le  linee  date  nella  figura  ,  con  cui  viene 
propofto  il  problema,  non  baftano  per  avere  quelle  quat> 
tira,  o  fia  denominazioni,  che  fono  neceíTarie  per  giugne- 
re  alia  equazione  .  Un  tale  cafo  farebbe,  fe  date  di  pofi- 
zione  (  Fig.  5. )  due  rette  indefinite  AEy  AF,  ed  il  pun- 
to C,  veniíTe  propofio  di  condurre  dal  punto  dato  C  la 
retta  CF  talmente,  che  formafle  il  triangolo  AEF  egua- 
le  a  un  dato  piano.  La  efpreflione  del  triangolo  AEF  fa- 
rebbe  la  meta  del  prodotto  di  AF  in  EG,  abbafiata  EG 
perpendicolare  adAF;  fia  adunque  AFzzx,  ma  non», 
perció  fara  mai  poílibile  inferiré  dalle  fole  deferirte  linee 
il  valore  di  efía  EG  .  In  fimili  incontri  fa  d' uopo  di  com- 
porre  la  figura  conducendo  parallele ,  alzando  perpendi- 
colari,  formando  triangoli  fimili,  deferivendo  circoli  ,  o 
ufando  altri  fimili  artifizj  della  Geometría  comune,  de' 
quali  non  é  poílibile  aflegnare  regola  alcuna,  dipendendo 
effi  dalle  circoíUnze  del  problema,  dall'induftria,  dalla 
pratica,  e  fpeíTo  dal  cafo;  ordinariamente  peró  fogliono 
fervire  le  propofizioni  5.  13.  15.  27.  29.  32.  47.  del  primo 
libro  di  Euclide  ;  alcune  del  fecondo  ;  le  20.  21/22.  27. 
31.  35.  3^.  del  terzo;  le  1.  2.  3.  4.  5.  6.  7.  8.  del  fefio  ; 
ed  alcune  dell' undécimo,  e  duodécimo  per  i  folidi .  Nel 

pro- 
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propofto  problema  adunque  dal  punto  dato  C  fi  conduca 
CD  parallela  ad  EA9  ed  EGP  CB  perpendicolari  ad  FA 
prodotta  ,  Poiché  lono  date  di  pofizione  le  rette  AE^ 
AF9  ed  il  punto  C,  faranno  date  di  grandezza  le  A  D9 
CB.  Sia  adunque  AD~ayCB~b,AF—x,  ed  ii  dato 
piano  zzcc.  Poiché  i  triangolí  FDC ,  FAE  fono  fimili , 
come  puré  fimili  tra  loro  i  triangoii  DCB,  AEG  >  faran- 
no le  analogie  DF9  AF  ::  DC,  AE  ::  BC,  EG;  e  peró 
DF,  AF  BC,  EG,  cioé  a-h  x,  x  ::  b,  EG,  onde  fará 
EG  —  bx,  e  perche  il  triangolo  AEF}  cioé  la  meta  del 

prodótto  di  in  EG  deve  eflere  eguale  al  dato  pía- 
no  cc\  fará  finalmente  Pequazione    bxx    TZcc  . 

za  +-  ix 

65.  La  fola  propofizione  de'  problemi,  che  fin  qui 
ho  prefi  per  efempio  ,  rni  a  immediatamente  portata  alP 
cquazione  appunto  ,  perché  mi  a  comandito  di  fare,  che 
due  quantita  foííero  uguali;  ma  non  cosí  fuccede  quando 
da  alcune  quantitá  date  viene  propofto  di  ritrovarne  delP 
altre  fenza  qualche  condizione  ,  che  efpteíTamente  alP 
equazíone  ci  porti,  Allora  conviene  con  un  po'  d'arte  pro- 
cacciarfela,  e  ció  col  ritrovare  (componendo  la  figura,  fe 
é  necelTario  )  per  mezzo  di  diverfe  proprieta,  due  diffe- 
renti  efpreífioni  della  medefima  quantita,  ed  inílituire  fra 
eíTe  Pequazione.  Ho  detto  per  mezzo  di  diverfe  proprie- 
tá  ,  perché  la  (lefia  proprietá  comunque  fi  vuole  maneg- 
giata  dará  fempre  I#  medefima  efpreííione*  Addurró  tre 

K  2  efem- 
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cfempj ,  che  per  ora  poíTono  bailare . 

Dato  il  triangolo  CDB  ifofcele  ;  (  Fig.  6.  )  fi  diman- 
da  il  diámetro  del  circolo  CADB,  a  caí  egli  fia  infcritto. 
Si  faccia  CDzza,  CB~BD~b ,  BA~x,  diámetro  ri- 
cercato,  e  fi  tiri  la  CA.  Saranno  fimili  i  due  triangoli 
ABC,  B  CE,  per  eííer  retti  gl'angoli  BCA  ,  CEB  ,  e 
pero  fará  AB9  BC::  BC,  BE;  cioé  x,  b  ::  b,  BE;  onde 

BE-bb,  ed  é  puré  CE  la  metá  di  CD,  onde  e_» 
per  l'angolo  retto  CEB  fará  CB  —  aa  -h  J>*  ;  ma  il  qua- 

4  xx 

drato  di  CB  é  anche  zzbb,  e  peró  fará  l'equaziono 
bb  —  aajrb1'  . 

4  xx 

Dati  nel  triangolo  ABC  {  Fig.  J.  )  i  tre  lati,  ed  ab- 
baflata  la  perpendicolare  AE  fopra  BC  dall'angolo  A,  fi 
domandano  i  due  fegmenti  BE,  EC.  Sia  AB  —  a,  AC = b9 
BCzzc,  BE  =  x,ür<i  EC=c—x  .  Per  la  47.  del  primo 
•d'Euclide  fará  il  quadrato  di  AE  uguale  al  quadrato  di 

A B  meno  il  quadrato  di  B E  , cioé  AE  —  AB  —  BE;  ma 

per  la  fteíTa  fará  puré  AE  —  AC  —  EC  ,  adunqutL* 

AB  —  BE—AC—CE,e  porte  1'  efpreflioni  algebraiche  , 
fará  aa  —  xx  —  bb  —  cc    2cx  —  xx  . 

In  altro  modo  ancora.  Si  conduca  EF  perpendicola- 
re ad  AB.  Per  1*8.  del  6.  d'Euclide  fará  AB,  BE  : :  BE, 
BF ,  cioé  a,  x  :  :  x  ,  BF,  e  pero  BFzzxx  ;  adunque_# 

AF- 
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AFzzñ — xx ;  raa  per  la  ííeíTa  propoflzione  8.  fara  puré 

a 

 -i 

AF,  AE  :  :  AE,  AB 3  e  peró  fara  AE—.aa  —  xx.  Corv 
dotta  dal  punto  E  la  retta  E  Af  perpéndicolaré  ad  A  C9  coa 

10  fteíTo  raziocinio  fi  trovera  AE  —  bb —  ce -h  lex  —  xx9c 
paragonatí  fra  loro  queHi  due  valori,  avraíli  l'equazione  * 
come  prima,  aa —  xxzzbb —  ce  +-  zcx —  xx  . 

Dato  il  quadrante  AHM  (Fig.  8. )  e  le  tangenti  AI> 
HK  dei  due  archi  AH,  HD;  fi  dimanda  la  tangente  AB 
délla  fomma  de'  due  archi  dati .  Sia  il  raggio  C  A~  a,AIzzbs 
HK  —  c,  ABzzx.  Per  avere  una  equazione  ti  tiri  nórmale 
fopra  AC  dal  punto  D  la  DE;  quindi  per  i  triangoli  fimi- 

11  CBA,  CDE  fi  troveranno  i  valori  di  CE,  e  di  DE  ; 
fi  procuri  adunque  di  vedere,  fe  ci  venga  fatto  di  deno 
minare  in  un'  altra  maniera  la  (lefia  DE;  e  perció  fi  tiri 
D  F  perpéndicolaré  a  CH ;  e  per  mezzo  de'  triangoli  fi- 
mili  CAI,  CEO  fi  averanno  le  £0,  CO;  fimilmente  per 
mezzo  de' triangoli  CHK,  CFD  fimili  averaífi  la  FD; 
e  dai  triangoli  fimili  CEO,  FO  D  fi  caverá  OD  ;  e  peró 
fara  F.D  —  EO+-OD,  che  ci  dará  l'equazione  analítica, 

'O  riferito  il  folo  ordine,  che  potrebbe  tenerfi  per 
giugnere  all'  equazione  ,  ommettendo  le  attuali  operazio- 
ni  ,  perché  in  altro  luogo  fi  feioglierá  il  problema  com- 
pitamente  . 

66.  Conviene  puré  ufare  qualche  forta  d'induftria 
per  giugnere  all* equazione  in  que*  Problerni ,  ne'  quali  fi 

tratta 
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tratta  di  arigoli ,  e  ció  con  l'artifizio  di  paíTare  dalle  pro- 
prieta  degl'  angoli  a  quelle  delle  linee  ,  che  entraño ,  o 
poíTono  entrare  nel  problema  .  Ne  prendo  un'  efempio 
dalla  propofizione  10.  del  lib.  4.  d'  Euclide  .  Debbaíl 
(Fig.9.)  fopra  la  retta  AB  coftruire  il  triangolo  ABC,  il 
di  cui  angolo  A  fía  la  metá  tanto  dell'angolo  ABC,  quan- 
todell'angolo  ACB.  II  triangolo  ABC  fia  il  ricercato  , 
adunque  faranno  tra  loro  eguali  i  due  angoli  ACB , ABC , 
quindi  eguali  i  latí  A  C,  AB,  e  fe  s'intenda  condotta  la— 
retta  CD  tale  ,  che  divida  in  due  egualmente  1' angolo 
ACB ,  íaranno  íimili  i  due  triangoli  A  CB  ,  CDB,  e  fi 
avrá  1*  analogía  A  B,  BC::BC,  BD,maCi&  BC~DC=zAD, 
adunque  fará  AB,  AD  ::  AD,  DB  ,  ed  ecco  ridotto  il 
problema  propolto  alP  ahro  di  dividere  la  data  A  B 
extrema  &  media  ratione.  Scioko  perianto  quefto  fecondo 
problema,  cioé  ritrovato  il  punto  D,  fará  fciolto  il  propo- 
ílo  ancora,  perché  divifa  DB  per  metá  in  E,  fe  fi  alzerá 
h  perpendicoluv  EC,  che  incontri  in  C  l'arco  BC  del 
raggio  AB,  e  fi  conducano  dal  punto  C  le  rette  C  A¡  CB, 
il  triangolo  A  CB  fará  il  ricercato  . 

6j.  Ritrovata  adunque  l'equazione  del  problema,  fa 
d' uopo  da  eíla  ricavare  i  valori  della  incógnita,  cioé  ri- 
diírre  eíTa  incógnita  ad  eíFere  eguale  a  fole  quantitá  date  , 
nel  che  confirte  la  foluzione  del  problema  ,  e  ció  diceíi 
rifolvcre  i'equazione  . 

Ma  prima  é  bene  ncniamarc  alia  memoria  alcuni 
afliomi  ;  cioé 
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1.  Se  a  due  cofe  eguali  íi  aggiungeranno  ,  o  da  eíle. 
Ii  fottrarranno  cofe  eguali,  le  fomme,  o  differenze  faran- 
no  parimente  eguali  . 

2.  Se  cofe  eguali  fi  moltiplicheranno  ,  o  íi  divideran- 
no  per  cofe  eguali ,  i  prodotti ,  o  i  quozieati  faranno  eguali . 

3.  Se  da  cofe  eguali  íi  caverá  radice  di  índice  eguale, 
i  rifultanti  faranno  eguali  . 

4.  Se  cofe  eguali  fi  eleveranno  a  potefta  di  efponen- 
te  eguale i  riíultanti  faranno  eguali. 

Dal  primo  di  quefti  afliomi  fi  ricava  ,  che  fe  fi  vorrá, 
che  un  qualunque  termine  dell' equazione,  il  quale  fia  da 
una  parte  del  fegno  d'egualitá,  paffi  dall'  altra,  fi  potra 
fempre  farlo  fenza  punto  togliere  l'eguaglianza .  Sial'equa- 
zione  ax +•  bb~  — xx +- ce;  fi  aggiunga  xx  all'uno,  ed 
all'altro  membro  dell*  equazione  ,  fará  ax+bb+.xx~ 
—  xx  4-  ce  +  xx ,  ma  —  xx  -h  xx  fi  elidono  ,  e  r  i  mane-* 
ax  +  bb+*  xx  — ce  ;  ed  ecco  il  termine  xx  paíTato  nei  pri- 
mo membro  dell'  equazione ,  da  cui  fe  in  oltre  fi  fottrarrá, 
#£,fará  ax+-bb-h  xx~bbzzcc-~  bb;  mibb  —  bb  fi  elido- 
no,  e  rimane  ax  4-  xxzzcc  —  bb,  ed  ecco  il  termine  bb 
paíTato  nel  fecondo  membro  dell' equazione  .  Adunque_# 
generalmente  quando  vogliafi,  che  un  qualunque  termine 
pafli  da  una  parte  all'  altra  del  fegno  d'egualitá,  haltera 
fcriverlo  nell5  altra  con  mutargli  il  fegno.  In  confeguénza 
di  ció  fi  potra  adunque  rendere  a  noftro  talento  pofitivo 
un  qualunque  termine,  che  nell' equazione  fia  negativo,  e 
vicendevolmente;  e  ció  con  lo  fcriverlo  col  fegno  mutaio 

dalla 
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dalla  oppofta  parte  del  fegno  d'  egualitá  a  quella ,  in  eui  ft 
trova;  e  peró  aa  —  xxzzbb  fará  lofteíTo,che  aa-~bb  zzzxx, 
o  fia  xx  —  aa  "V  bb .  Quindi  fe  nell'uno,  e  nell'altro  mera- 
bro  deli'cquazione  vi  fará  lo  fteíTo  termine  ,  ed  affetto  dal 
medefimo  fegno ,  potrá  eíTo  da  ambi  i  membri  cancellarfi, 
ienza  togliere  l'eguaglianza,  come  fe  foíTe  ax  —xxzzhb  -—xx, 
fi  fcriverá  axzzbb  ;  imperciocche  trafportando  dalla  op- 
pofia  parte  il  termine  xx,  farebbe  ax  —  xx  +  xx  —  bb9 
o  puré  ax  =  bb  —  xx  4-  xx ,  ma  xx  e  +  xx  fi  elidono  ; 
adunque  fará  axzzbb.  Lq  ileífo  fegue  fe  in  luogo  di  tral- 
portare  il  termine  ad  ambi  i  membri  comune ,  eíTo  ad  am-i 
bi  fi  aggiunga,  fe  neli'equazione  é  negativo,  o  fi  fottrag* 
ga ,  fe  é  pofitivo ;  cosí  fe  é  ax  —  xx  zzz  bb  — •  xx ,  faiá  anche 
ax  —  xx  4-  xx—bb  —  xx  +-  xx ,  cioé  axzzbb  , 

6S.  Pal  fecondo  aífipma  fi  ricava,  che  fe  un'eqna- 
zione  averá  delle  frazioni  fi  potrá  fempre ,  fenza  togiiere_* 
l'egualitá,  da  eíTe  liberare  con  ridurre  ciafcun  termine  al 
común  denominatore,  ed  indi  ommettere  ello  denomina* 
tore,  appunto  perché  quantitá  eguali  per  eguali  moltipli- 

cate  fanno  prodotti  eguali .  Sia  a    xxzzb\  riducendo  al 

b 

comune  denominatpre  fará  ab  —  xx  —  bb ,  e  moltiplican.- 

b  T 

do  ambi  i  membri  deli'cquazione  per  b,  cioé  ommetten- 
do  eíío  denominatore  b,  fará  ab  ~xx  —  bb  .  E  fe  in  oltre_. 
fi  voglia ,  che  il  termine  —  xx  fia  pofitivo  ,  fi  fará 
ab~bb+  xx ,  o  fia  (  che  é  lo  ftcflb  )  xx  *-bb±:aby  o  pu- 
ré 


/ 
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re  xxrzab  —  bb.  Sia  ax  —  bxxzzab,  riducendo  al  comu- 

z  a 

ne  denominatore  fara  aax  —  zbxx—  iaab  ,  e  moltiplican- 

z  a  z  a 

do  Puno  ,  e  l'altro  membro  per  ia  ;  averafíl  aax  — 
2bxxz:zaab.  E  fe  fi  voglia  di  piü,  che-il  termine  ibxx 
fia  pofitivo,  e  in  oltrc  che  tutti  i  termini,  i  quali  conten- 
gono  la  lettera  x9  fieno  da  una  parte  del  fegno  d'eguali- 
tk ,  fi  faccia  2bxx  —  aax  n  —  2aab  ,  o  riducendo  1*  equa- 
ziope  al  zero,  ibxx  — aax  +  zaabzzo  . 

69.  Per  lo  fteííb  affioma  Ti  potra  liberare  qualunque 
lettera  ,  a  piacere  ,  nell'equazione  5  o  fuá  potelta  dal  co- 
eficiente ,  cioe  da  quella  quantitá  ,  in  cui  eíTa  fia  per  av- 
ventura  moltiplicata,  e  ció  dividendo  ciafcun  termine  per 
eíTo  coeficiente:  Sia  pertanto  zbxx  —  aax  —  —  zaab  ,  o 
debbafi  liberare  xx  dal  coeficiente  2b  ;  adunque  dividen- 
do Puno,  e  l'altro  membro  del? equazione  per  la  ftefiku 
quantita  z¿,  i  quozienti  faranno  eguali^cioé  2bxx  —aax— 

—2aab,e  per  6  xx  —aax      aa.  Sia  ax  ¿¿  a 5  tt  bb—  3  ¿ata;  —5^ 

2.  b  zb  b  za 

e  fi  voglía  ,  che  la  xx  fia  pofitiva  ¡>  libera  dalle  frazioni  > 
e  da*  coefficienti ,  e  che  tutti  i  termini ,  che  in  qualunque 
modo  contengono  la  lettera  xy  fieno  da  una  parte  del  fe- 
gno d'egualitá  ,  e  gli  altri  dal?  altra  .  Si  feriva  adunque^ 
%bxx  4-  bx  +•  ax  —  bb  +-  a1 ;  fi  moltiplichi  per  2a  ciafcun  ter- 


mine^ 
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mine,  e  viene  rcqua^:ione3^v^-f.  iabx  +  zaax—zabb  +22*9 

■         ~  y 

fi  divida  final  mente  ciafcun  termine  per  $b9  e  faca  Pequa- 
zione  xx    labx  4-  2aax~  ia 4  4-  2¿z&,  che  á  tutte  le  con- 

3  ¿  3  3 

dizioni  ricercate  . 

70.  Dal  quarto  afíioma  fi  ricava,  che  fe  una  equazio- 
ne  conterrá  radicali  ,  o  fordi  ,  íi  potri  da  cífi  liberare^ 
ferivendo  il  termine  ,  o  i  termini  fordi  da  una  parte  del 
fegno  d'egualiia  5  ed  i  razionali  dall'altra  ,  indi  facendo  ii 
quadrato  dcll*  uno  ,  e  del!'  altro  membro  del?  equazione  y 
fe  la  radice  é  qu adrara  ;  il  cubo  fe  é  radice  cuba  ec.  Cos\ 

eíTendo  Vaa  —  xx+-  a~x  íi  feriva,  porto  il  termine  a  dall' 

altra  parte  del  fegno  d'egualitá  9  Vaa  —  xx  —  x  —  a9  e  peró 
quadrando,  aa  —  xx  —  xx  —  2ax  +•  aa ;  cioé  2xx  —  2ax—  o, 
o  fia x  —  aizo ,  dividendo  per  ix  comune  ad  ambi  i  mem- 

bri;Cosi  eíTendo  lax  —  xl  —  a+-  x~o;  fi  feriva  l^aax—x 3  — 
a  —  xy  e fatti  i  cubi,  fara  aax  —  xl—al—  ^aax  +•  ^axx—  x 3 , 
cioé  $axx  —  qaax  +-  ¿ 3  3:  o,  o  fia  $xx  —  4^  f^-o,  divi- 
dendo per  ¿z . 

Che  fe  i  termini  radicali  foíTero  due  o  piü  3  onde  in 
una  operazione  fola  non  fpariíTero,  eíla  fi  ripetafino  che  bi- 

fogna  .  Cosí  v  bx  zz  a  4-  Vax  fi  feriva  \/bx—  \/ax  —  a9t 



quadrando  ,  bx  4-  ax  —  2  Vabxx  —  aa9  cioé  bx  4-  ax  —  aa  — 

2Vabxx  ,  e  di  nuovo  quadrando  ,  bbxx  4-  aaxx  4-  ¿z  +  4- 
2abxx—  zaabx  —  2a*x  zz  qabxx  ,  cioé  bbxx  —  2abxx+y 

aaxx— 
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#axx—  iaabx-A  ia*  x-h  a*  =0 . Cosiy — f^ay-h  yy  ^aVay-yy^ 

quadrando  3  kvk  yy  —  ay  +■  yy  ~  a  V  ay  —  yy  ;  cioé  ay  — 

a\/ay—yy  ,  e  di  nuovo  quadrando  5  aayy  —  a1  y  —aayy  , 
vale  a  diré  iaayyzza*y,  o  fia  zyzza. 

71.  PremeíTe  quelie  cofe  ,  é  facile  la  maniera  di  ri- 
folvere  le  equazioni  per  avere  in  quantitá  date  il  valoro 
della  incógnita  }  che  ferve  alia  foluzione  del  problema-  . 
Ma  prima  íi  fuppongano  le  equazioni  libérate  dalla  afim- 
metria  ,  cioé  da'  radicali  nel  cafo  ,  che  l'incognita  foíT<L> 
fotto  al  vincolo  ,  ed  indi  ridotte  all*  efpreífíone  piü  fen> 
plice  cancellando  que'  termini ,  che  li  elidono  ,  fe  tali  ne 
aveíTe  ;  fe  l'uno  e  l'altro  membro  foíTero  per  ía  ftefTa— 
quantita  moltiplicati  9  dividendoli ;  o  fe  foíTero  divill  f 
per  eíTa  moltiplicandoli ;  come ,  per  efempio  ,  fe  foíTe 
axx  —  aax  *  aabzz  a1  +  aab  ii  ridurrebbe  ad  eíTere  xx  — 

7       ~  ~ 

ax  se  aa  .  In  oltre  per  primo  termine  dell*  equazione  ii 
intenda  il  compleíTo  di  tutti  i  termini  ,  che  contengono 
Tincognita  alia  maífima  poteila ;  per  fecondo  termine  il 
compleíTo  di  tutti  i  termini ,  che  contengono  la  incógnita 
alia  poteftá  di  un  grado  inferiore  ,  e  cosí  di  mano  in  ma- 
no ;  e  per  termine  cognito  il  compleíTo  di  tutti  i  termini  , 
che  in  neííun  modo  eíTa  incógnita  contengono  .  Quindi 
neir  equazione  axx  *-  bxx  —  bbx  —  aax  =  a3  —  b*¡  o  fia_* 
axx bxx  —  bbx     aax  4-  b 3  —  a 5  =  o ,  fara  axx  —  bx:-:  , 

'  cioé  xx  X  a  —  ¿     primo  termine  ;  —  bbx  —  aax  ,  cioé 

L  2  x 
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x  X  —  aa—bb  il  fecondo  ;  —a*  bl  il  cognito.  Nell'equa- 
sione  aaxx—abxx  +.  a*~b*-.  a*b—  o  fará  aa^abXxx 
il  primo  termine  ;  il  fecondo  manca  ;  ed  a*~-b+~ alb\\ 
cognito.  NelPequazione  axl  +-  bx3  —  ¿mwa:  —¿2 4  rio  fará 

a+  bXx3  il  primo  ;  ~aaxx  il  fecondo  ;  il  terzo  manca  ; 
e  —  a*  l'ultimo,  o  il  cognito;  e  cosí  dicafi  dell'altre  equa- 
zioni  .  E  qui  deveíi  notare,  che  il  termine ,  per  efempio, 
aaxx^bbxx  (il  che  s'intenda  di  qualunque  altro  compo- 
fió  di  fegni  contrarj)  puó  eíTere  quantitá  pofitiva  ,  o  nega- 
tiva ,  e  fará  pofitiva  fe  aa  fia  maggiore  di  bb  ,  negativa  fe 
all'oppoflo  ;  e  pero  fe  fi  dirá  in  appreíTo  di  rendere  poíl- 
tivo  un  fimil  termine  nelPequazione^bifognerá  a  ció  ave- 
re  riguardo  . 

72.  Ció  pofto  ;  per  rifolvere  le  equazioni  ,  in  primo 
luogo  fe  Pequazione  á  frazione  3  nel  di  cui  denominatore 
fia  l'incognita  ,  fi  riduca  al  común  denominatore  ;  in  fe- 
condo luogo  fi  renda  pofitivo  il  termine  della  maífima_. 
potefta  dell'  incógnita  ,  e  feritti  da  una  parte  del  fegno 
d'egualitá  tutti  i  termini  nell'  ordine  loro  ,  che  contengo- 
no  eíTa  incógnita  ,  fi  ferivano  dall'altra  i  cogniti ;  in  terzó 
luogo  fe  il  primo  termine  ,  cioé  quello  della  maífima  po- 
teftá  dell'incognita,  aveíTe  un  denominatore,  filiberi  dalla 
frazione  nel  modo  detto  al  num.tf8.9  e  finalmente  fe  avef- 
fe  coefíiciente  ,  cioé  fe  foíTe  moltiplicato  in  qualche  quan- 
titá data  ,  da  eíTo  coeficiente  fi  liberi  (  n.  ¿9.  ) 

E'  facile  il  vedere  ,  che  in  queíla  guifa  operando  ,  fe 

l'equa- 
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l'equazione  avrá  l'incognita  a  una  fola  diraenfione  ,  fará 
ella  anco  ¡meramente  rifoluta  ,  e  ridotta  la  íteífa  incógni- 
ta eguale  a  fole  quantitá  date  ,  che  é  quanto  fi  pretende 
di  fare.  Sia  l'equazione  aa—ff  zzbbx  —  aax ,  e  fia  aa  mag- 

z  m 

giore  di  bb.  Per  rendere  pofitivo  adunque  il  termine  dell' 
incógnita  íi  fcriva  aax  ~bbx~jf~aa3  e  liberando  dal  de- 

z  m 

nominatore  ,  e  coeficiente  ,  fará  xtzim  Xff aa,  valore 

aa  —  bb 

ínterarnente  cognito  .  Se  foíTe  aa  minore  di  bb  ,  in  qoeflo 
cafo  il  termine  dell' incógnita  bbx~aax  farebbe  pofttivo  , 

i  a 

né  occorrerebbe  trafportarlo ,  e  íi  avrebbe x £2  imYai—tf- 

bb  "aa 

73.  Anzi  qaando  anche  l'incognita  fia  elevata  a  qua- 
lunque  poteftá,  purché  alia  fteíTa  in  tutti  i  termini  ne' 
quali  fi  trova,  cioé  (  che  vuol  diré  lo  (lefio  )  purché  l'in- 
cognita formi  un  fol  termine,  per  l'aflioma  3.  fi  rifolverá 
l'equazione,  e  fi  avrá  elTa  incógnita  eguale  a  fole  quantitá 
date  col  eftrarre  dall'uno,  e  dall'  altro  membro  deli'equa- 
zione  la  radice  di  quell' Índice,  di  cui  e  la  potefiá.  Sia_. 
l'equazione  bbzzaa~axx  —  bxx  .  Per  rendere  pofitivo  il 

X  c 

termine  dell' incógnita  fi  fcriva  axx  +  bxx  —  aa—bb,  c  li- 

2  c 

berando  dalla  frazione ,  e  dal  coeficiente,  xx zzicYaa  —bb, 

a-hb 

* 

cioé 
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cioe  xx  n  tac  —  zbc,  faccndo  l'attual  divifione  per  a+  b9 
giacché  li  puó,  e  finalmente  cavando  la  radice  quadrata  , 

fará  *•=  ±  \/2ac  —  xbc.  Ho  porto  alia  radice  il  fegno  am- 
biguo per  ció,  che  íi  é  detto  al  num.  15.  Per  la  ftefla-» 

ragione  fe  foífe  x 3 ~ a J  +•  b 1 ,  fi  averebbe  x  —  r  a^b*  , 
e  cosí  dell'altre  generalmente. 

74.  Ma  fe  l'equazione  contiene  1'  incógnita  al  qua- 
drato  elevata,  e  in  oltre  il  rettangolo,  o  fia  il  prodotto 
della  fleíTa  incógnita  nelle  quantitá  note,  cioé  il  fecondo 
termine,  (e  dicefi  equazione  di  quadratica  affetta,  flecó- 
me quando  manca  il  fecondo  termine  di  quadratica  fem- 
plice  íi  appella  )  preparata  eíTa  come  fi  é  detto,  all'uno, 
edall'altro  membro  della  equazionc  fi  aggiunga  il  qua- 
drato  della  meta  del  coeficiente  del  fecondo  termine.* 
(  vale  a  diré  il  quadrato  della  meta  di  quella  quantitá  co- 
gnita  intera,  o  rotta,  che  moltiplica  la  incógnita)  ed  il 
primo  membro,  come  é  manifeílo,  fará  fempre  un  qua- 
drato, la  di  cui  radice  fará  il  compleíTo  dell' incógnita,  e 
della  meta  di  cííb  coefficiente  con  il  fuo  fegno  naturale  ; 
e  peió  eilraendo  la  radice ,  queíto  compleíTo  fará  eguale 
alia  radice  quadrata  del  fecondo  membro  ,  e  trafportando 
la  meta  del  coefficiente  ,  come  quantitá  cognita,  fará  fi- 
nalmente la  incógnita  eguale  alia  fomma  ,  o  d¡rrerenza_. 
(  fecondo  la  natura  de'  fegni)  della  radicale,  e  di  eifa  me- 
ta del  coefficiente  .  Sia  l'equazione  xx  +■  iax —  bb ;  fi  ag- 
giunga all'uno,  ed  all'altro  membro  il  quadrato  della-. 

meta 
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meta  del  coefficiente  del  fecondo  termine,  cioé  aa,  e  fa* 
ra  xx  +.  zax  +  aa—aa+-bb,z  cavando  la  radice,  x  <+a~ 


i:  i/aa  +  bb9c  trafponendo,  x~  i:  Vaa+-  bb  —  a. 

Sia  l'equazione  bbx—aax—mxx-i-aabbzzo.  Ren- 

772 

dendo  poíltivo  il  maflimo  termine  ,  ed  ordinando  l'equa- 
zione  ,  fará  mxx  +  aax  —  bbx  —  aabb^ ,  e  dividendo  per  m9 

m 

xx*-aax  —  bbx~aabb;  adunque  aggiungendo  ad  ambi  i 

m  W  ra 

membri  il  quadrato  deila  meta  del  coefficiente  del  fecon- 
do termine,  cioé  a+—  2aabb+-b  +  9  íi  avrá  xx+  aax  -bbx  + 

a*—  raabb+  b  +  ~a+  —  zaább+b*    aabb  9  e  cavando  la  ra- 

4  m  vi  ¿imm  m  m 


dice  y  x  +-  aa  —  bb  ~  ±fa 4  —  laahb  ¿~b*+<  aabb ,  e  rid  ucendo 

i  m  4  m  m  m  m 

al  comune  denominatoreiiradicale,etrafponendoil  termi- 
ne cognito  aa—bb,  fará  x~—  aa+bb±ya*+  zaabb^b*; 

1  m  zm  4  m  m 

ma  la  radice  íi  puó  anualmente  eftrarre  ,  ed  é  tanto 
aa^bby  quanto  —  aa^bb,  per  ragione  del  fegno  ambi- 

zm  2  m 

guo  ±¿9  e  peró  faranno  due  i  valori  della  x9  uno 
#  =  —  aa+bb  +  aa 4- /;£  ,    o  fia  ,  e  Taltro  x~ 

2.  m  m 

—  aa+-bb  —  aa~  bb  ,  o  fia  x~  —  aa  • 

zm  ~ 

75.  L'ambiguitá  adunque  del  fegno,  che  feco  porta 

la 


7 
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la  efirazione  della  radice  quadrata ,  fomminiftra  due  valo» 
ri  dell'  incógnita  ,  i  quali  poílono  eíTere  ambi  pofitivi  , 
ambi  negativi ,  un  pofitivo  ,  e  negativo  l'altro  ,  e  talora_. 
ambi  immaginarj  ,  fecondo  le  quamitá  note  onde  fono 
compofii  .  Nell'  equazione  finale  ,  per  efempio  ,  x  — 

±_  V aa  +  bb  —  aun  valore  ,  cioé  V  aa+bb  —  a  fará  pofitÍT 
vo ,  perché  eíTendo  V  aa  4-  bb  maggiore  di  a ,  la  differenza 
é  pofitiva ;  l'altro  valore ,  cioé  V  aa  +-  bb  —  a  fará  negati- 
vo ,  come  é  manifefto.  Nell' equazione  x~a±.\/aa  —  bb 
(  fuppofto  b  minore  di  a  )  ambi  i  valori  faranno  pofítivi , 

perché  Vaa  —  bb  é  minore  di  a;  e  per  la  ftefía  ragione_» 

nell'  equazione  x  —  ±Vaa  —  bb-r-a  ambi  i  valori  faranno 
negativi ;  che  fe  foíTe  b  maggiore  di  a ,  ambi  farebbero 

immaginarj,  come  ó  notato  al  n.  15.,  perché  Vaa-r-bb 
farebbe  radice  di  quantitá  negativa  .  Nell'  equazione-. 
x4~a+~  b*  ,che  efigge  due  volte  la  eítrazione  della  radice 

quadratajcioéxx-rri  va4—  ¿>4  ,ed  indi  x—±.  t/r±i/a+-b*  , 
quattro  fono  i  valori  ,  due  reali  pofitivo  l'uno?  e  negativo 

l'altro,  cioé  ¿  A^-n/a4  — ¿4 ,  fuppofta  b  minore  di  a3 

gl'altri  due  immaginarj  ,  cioé  x  —  ±^/' -l/¿4._¿4,  e_» 
quando  b  fia  maggiore  di  a  tutti  quattro  faranno  immagi- 
narj ;  in  proporzione  fi  difcorra  dell'  aitre  equazioni . 
I  valori  negativi  ,  che  diconfi  ancora  falfi,  fono  niente 
meno  realj  de*  pofitivi ,  e  quefia  fola  diverfitá  ánno ,  che 

fe 
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fe  nella  foluzione  del  problema  i  pofitivi  íi  prendono  dal 
punto  fiífo  principio  dell' incógnita  verfo  una  parte,  i  ne- 
gativi  fi  prendono  dallo  fteíTo  punto  verfo  la  parte  oppo- 
Ha  .  Sia  (Fig.  10.)  A  il  principio  dell*  incógnita  x  di  un_* 
problema  ,  e  l'equazione  finale  fia,  per  efempio  x—±za; 
ii  prenda  AB-a,  fiífato  adunque,  che  da  A  verfo  B  fieno 
i  poíitivi  5  fara  AB  —  a  'ú  valore  pofitivo  di  x  ,  ed  in  con- 
feguenza,  prefa  AC—  AB,  ma  dalla  parte  contraria  del 
punto  A;  fará  AC—  —  a.  il  valore  negativo  di  x,  ed  ii 
problema  avrá  due  foluzioni ,  una  nel  punte  B,  l'akra  nel 
punto  C .  Ma  di  tutto  ció  fi  vedrá  meglio  la  pratica  ne* 
problemi  ,  che  fcioglieró  in  appreífo  ' 

jó.  Qualora  pertanto  l'equazione  ,  a  cui  le  condizio- 
ni  de'  problemi  ci  ánno  condotti ,  ci  fomminiftra  foli  va- 
lori  immaginarj  ,  ció  vuol  diré  ,  che  il  problema  non  á 
foluzione  alcuna  y  e  che  é  impoífibile  •  Lo  fteíTo  fi  con- 
eluda  quando  la  equazione  finale  ci  porta  all'atfurdo  ,  co- 
me fe  ci  daíTe  quantitá  finita  eguale  al  zero  ,  o  il  tutto 
eguale  alia  parte  ,  o  cofe  fimili  .  Tale  la  ritroverebbo  , 
chi  ndh  retta  A  B  —  a  ( Fígi  1.)  ricercaíTe  il  punto  C,  onde 
foífe  il  quadrato  di  tutta  eguale  alia  fomma  de*  quadrari 
delie  parti;  imperciocché  fmz  ACzzx ,  farebbe  aaz:  xx  ■+ 
aa  ~  iax  4-  xx  ,  cioé  2xx  —  2ax  ~  o  5  e  pero  xzza  9  vale  a 
diré  la  parte  ggüále  al  tutto  .  AlTurda  puré  l'avrebbc  chi  , 
alzata  fulla  retta  A  B  (Fig.  ir.)  la  perpendicolare  indefi- 
nita BHy  cercaíTe  in  eíTa  un  punto  C,  da  cui  conduetndo 
al  dato  punto  A  la  retía  CJ,  fo  fiero  parallde  le  due  CB, 

M  CA ; 
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CA;  imperciocché  htuBA~a,  BCzzx,e  prefa  BDzz 
-f#,  e  condotta  DM  parallela  a  BA9  farebbe ,  per  i 
triangoli  CBA,  CD  M  ílmili ,  D  M~  -~<?;mafe  CA,CB 
fono  parallele  ,  deve  eíTere  D M  eguale  a  Bi,  e  peró 
X  ~  #  >  equazione  irnpoflibile  . . 

Se  taluno  peró  pretenderte  ,  che  la  prima  delle  due_» 
fuperiori  equazioni  ,cioé  zxx~  uxzzo  non  fia  altrimenti 
aíTurda  ,  ma  che  ci  fomminiftri  due  valori  benché  inutilf , 
peró  reali ,  fondato  fulla  ragione  ,  che  dividendo  l'equa- 
zione  per  zx  za ,  rifulta  x  ~  o  valore  reale  ,  che  fcio- 
glie  il  problema ;  imperocché  prefa  x zz o,  cioé  divifa  la 
linea  AB  nel  punto  A ,  una  parte  di  eíTa  fará.  zero  ,  e  l'al- 
tra  fará  a  ;  e  peró  il  quadrato  di  tutta  eguale  al  quadrato 
delle  parti  ,  cioé  aa  ~  o  +■  aa  ,  o  fia  aa  zz  aa  ;  e  dividendo 
per  zx  l'equazione ,  rifulta  xZL  a  valore  reale  ,  che  fcio- 
glie  il  problema  ,  dividendo  la  linea  nel  punto  B  ;  a  chi  , 
come  diífi  ,  cosí  pretendeíTe  non  mi  opporrei  per  avven- 
tura ;  ma  qualunque  fiafi  la  giufta  idea  di  quefta  ,  e  fimili 
equazioni  ,  egli  e  certo  peró  ,  che  nulla  di  piü  ci  fa  fape- 
re,  fe  non  che  il  quadrato  della  linea  AB  é  eguale  al  qua- 
drato della  linea  ABy  e  la  linea  eguale  a  fe  fteíTa  . 

Ho  prefo  per  efempio  d'equazione  ,  che  porta, all*  af- 
furdo  ,  quella  che  mi  da  una  quantitá  finita  eguale  a  zero, 
o  il  tutto  eguale  alia  parte  ;  ció  peró  s'intenda  quando  la 
incógnita  non  poíTa  eíTer  grandezza  infinita  ,  ed  il  proble- 
ma non  fia  piü  ,  che  determinato  ,  perché  in  querti  cafi 

pof- 
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poíTono  eíTer  veriflime  •  tali  equazioni ,  come  íi  vedrá 
altrove  . 

77.  S'incontrano  puré  alie  volte  altre  equazioni  ,  le_> 
quali  dall'una,  e  dall'altra  parre  del  fegno  d'egualitá  con- 
terigono  le  fteíle  quantitá  e  che  per  confeguenza  ridotte 
vengono  alia  fine  a  concludere  0=0.  Quefte  tali  equa- 
zioni, che  fi  chiamano  idcntiche,  ci  fanno  fapere  piü  di 
quello  ,  che  nella  propoílzione  da  noi  íi  ricercava  ,  raen- 
tre  che  fparendo  da  eíTe  affatto  I' incógnita,  e  portandoct 
a  conclufione  vera  (  perché  é  fempre  vero,  che  il  zero  c 
eguale  al  zero  )  ci  fanno  conofcere  ,  che  ii  valore  deli' in- 
cógnita é. quello,  che  fi  vuole  ,  e  che  pero  la  propoílzio- 
ne non  é  un  problema,  ma  un  teorema.  Eccone  un'efem- 
pío  •  Nel  dato  rettangolo  ACDE  (  Fig.  12. )  condotta  la 
parallela  BF  ad  AE  dal  dato  punto  B,  ÍI  dimanda  in  efifa 
un  punto  tale  H,  che  tírate  agli  oppofli  angoli  le  rette 
HA,  HC,  HD,  HE ,  fia  la  fomma  de' quadrati  di  HA, 
HD  eguale  alia  fomma  de' quadrati  di  HE,  HC.  Sia_, 
AB  —  a,  BC—byCD  =  e  fuppofto,  che  H  fia  il  punto 
cercato,  fará  BH  —  x,  e  peró  HFzze  —  x.  II  quadrato 
adunque  di  HA  fará  —  aa  4-  di  HC  hvk  zzbb  +-  xx  , 
di  HD  fará  nbb*-ee — iex  h-aw ,di  HE  fará  zzaa-t-ee — 
zex  4-  xx  ,e  peró  1*  equazione  aa  -h  AW4-  bb+-  ee —  iex  +- 
xx  —  bb-h  xx  4-  aa  4-  ee  —  lex  4-  ,  cioé  o  zz  o  ,  vale  a_, 
diré  ,  che  dovunque  fi  prenda  nella  retta  BF  il  punto  H, 
íi  verificherá  fempre  la  ricercata  proprietá  . 

78.  Le  equazioni  ,  che  ridotte  contengono  la  inco- 

M  2  gnita 
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gnita  ad  una  fola  dimenfione ,  diconfi  equazioni  femplici  , 
e  del  primo  grado  ;  quelle  ,  che  la  contengono  elevata 
al  quadrato  ,  fieno  eíTe  quadratiche  femplici  o  affetre  ,  íi 
diconó  del  fecondo  grado  ;  quelle  ,  che  la  contengono 
elevata  al  cubo,  comunque  Saíi  degli  altri  termini,  fi  di- 
cono del  terzo  grado  ,  e  cosí  del  quarto,  del  quinto  ce. 
h  altrc  in  proporzione  .  Quindi  i  problemi,  che  da  equa- 
zioni femplici,  o  del  fecondo  grado  vengo.no  efpreííl  ,  íi 
dicono  problemi  piani ,  perché  fi  coftruifeono  colla  fola 
geometría  comune  deli'  Euclide ,  cioé  circino  &  regula  ; 
gU  altri  tutti  fi  dicono  folidi  ,  perché  per  la  coltruzione 
loro  ¡  fi  richiede  la  deferizione:  di  cene  curve,  che  luoghi 
folidi  puré  fi  chiamano  .  Della  rifoluzione  ,  e  coftruzione 
de*  problemi  folidi  nulla  qui  diró  ,  riferbandomi  a  trattar- 
ne  efpreíTamente  nel  Capo  IV. 

79.  Vi  fono  moke  equazioni  ,  che  fembrano  a  prinsa 
vifia  di  quel  grado  ,  che  dall'efponente  maffimo  Üdfeitó- 
cognita  viene  indicato,  ma  che  pero  ,debitamente  trattan- 
dolé  ,  s'abbaíTano  a  grado  inferiore  .  Di  quefío  genere 
fono  tutte  quelle  ,  le  quali  okre  il  primo  termine  ,.  ciok 
qucllo  della  maflima  potefiá  del? incógnita-,  ed  il  termine 
affatto  cognito,  un'altro  folo  ne  contengono,  in  cui  la 
incógnita  abbia  la  potefiá,  che  fia  la  radice  quadrata  della 
potefiá  del  primo  termine;  comefarebbe  —  zaaxx  =  b  +  9 
la  quale  maneggiata  colla  regola  deile  quadratiche  aüette 

fi  riduce  ad  eífere  xxzzaaiz  i^a^-hb4-  ,  e  peró  x  — 

±,  y^aaiz  Va**-b*  .  IfieíTamente  xc+-a%x* — b6  zzo  , 

che 
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che  ridotta  nello  fleíTo  modo  fi  trova  eííere  x s  = 
—  a3±  |/a6f4¿6 ,  e  peró  x-f^^a'  ±.  V  a6  +-  4b6 , 

ed  infinite  altre  di  fimil  natura  .  Sonó  puré  dello  íleílb 
genere  quelle  ,  che  per  mezzo  dell'eftrazione  delle  radici 
poíTono  abbaílaríi  a  grado  inferiore  ;  cosí  x+  —  zax1  -t- 
aaxx  —  zbbxx  +  zabbx  -h  b^—  aabb  -hb*,  eíTendo  il  primo 
membro  dell*  equazione  un  q'uadrato  ,  la  di  cui  radice  é 
xx  —  ax  —  bb ,  fará  l'equazione  abbafTata  xx  ^-ax  ~bb  — 

¿z  b  Vaa  +•  bb .  Cosí  neli'  equazione  x 5  -h  $axx  +~  ¿aax^zb* 
fe  íi  aggiunga  a*  all*  uno  ,  ed  all'  altro  membro  ,  fará 
x 3  +■  $axx  +•  ¿aax +•  a3  —  a1  -h  b% ,  raa  il  primo  membro  é 
un  cubo  ,  la  di  cui  radice  é  x  -h  a  ,  adunque  l'equaz!one_» 

abbaíTata  fará  x  +•  a  —  ^ a*  -hb> .  Ma  non  é  fempre  cosi 
facile  il  riconofcere  ,  quale  quantiiá  debba  aggiungerfi ,  o 
fottrarfi  dal  primo  membro  dell'  equazione  ,  acciocché 
egli  divenga  una  poteílá  perfetta ,  né  fi  puó  a(Tegnarne_. 
método  alcuno  ,  onde  in  quefti  cafi  potra  folo  aver  ufo  la 
pratica  ,  e  l'induftria  dell'  Analiíla  . 

80.  Ma  fe  il  propoíto  problema  foiTe  di  tale  natura  , 
che  o  difficilmente  ,  o  in  neíTun  modo  una  fola  incógnita 
aíTunta  baftaífe  per  avere  tutte  quelle  denominazioni,  che 
all'invenzione  della  equazione  fono  neceíTarie  ,  in  queílo 
cafo  fi  prende  una  ,  due  ,  tre  ,  e  quante  abbifognano  in- 
cognite  di  piú  ,  mentre  che  eíTendo  il  problema  determi- 
nato  di  natura  fuá  ,  ci  fomminillrerá  fempre  materia  di 

al- 


V 
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altrettante  equazioni ,  quante  fono  le  incognite  aíTunte  ; 
col  mezzo  di  ciafcuna  di  quefte  equazioni  fi  elimina  una 
delle  incognite  ,  cioe  fe  ne  trova  il  valore  dato  per  le  ri- 
manenti,  e  per  le  cognite,  fino  a  che  fi  giunga  finalmen. 
te  all' ultima  equazione  ,  la  quale  conterrá  un*  incognita-i 
fola  .  Cogli  efempj  s'intenderá  megiio  il  modo  di  queíle_* 
operazioni  . 

Sieno  ín  primo  luogo  due  equazioni  femplici  ,  cioe 
del  primo  grado,  per  eiempio  ,  a  -h  x  ~  +-y,  e  ix  +y  —  $b, 
e  fi  voglia  eliminare  la  y  ritenendo  la  x ;  per  mezzo  di 
quella,  che  ü  vuole,  delle  due  equazioni,  per  eferapio  del- 
la  prima  ,  li  trovi  il  valore  della  y  colla  debita  trafpoíi- 
zione  de'  termini,  e  hiayzza+>  b;  queílo  valore  íi  fo- 
flituifea  nella  feconda  in  luogo  della  jy,  e  íl  avra  la  nuova 
equazione  2at-h a+  x  —  b  —  ¿b,  cioe  x  —  ¿fi.~a9  e  foltitui- 

í 

to  queílo  valore  in  una  delle  due  equazioni  propofle  in.* 
luogo  della  x  ,  fi  avra  il  valore  de  lia  y  —  2a  +*b.  Ció  po- 

i 

tevafi  anche  ottenere  col  ricavare  da  ambe  le  equazioni  i 
due  valori  della  y  ,  ed  aflieme  paragonali ,  impeFciocché 
dalla  prima  equazione  fi  ricava  y  tz  a  +.  x  —  b  >  dalla  fecon- 
da^ =  3¿~  2#,  e  pero  fara¿  +  x^b~^b^.2x>  cioéxzz 
4&~  a  y  come  prima  . 

81.  Nello  fteííb  modo  ü  opererá  quando  le  equa- 
zioni contengano  la  incógnita,  che  fi  vuol' eliminare  J  ele- 
vata  alia  feconda  dimenfione ,  mentre  per  mezzo  di  una-, 

delle 
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delle  due  date  equazioni  ,  o  con  la  fola  trafpofizione  de* 
termini  5  o  colle  rególe  delle  quadratiche  femplici ,  o  af- 
fette,  fe  ne  potra  fempre  avere  il  valore  da  foftituiríl  nellf 
altra  equazione  .  Sieno  le  due  equazioni  xx  +  ¿ax  —  ^yy,  e 
2xy—  ^xx—^aa,  e  íi  voglia  eliminare  la^  ,  la  feconda-. 
dará^n  ¿\aa  +■  $xx,  e  peró yy  —  i6a+  +  iqaaxx  -h  9X*  9 

z  x  4  x  x 

e  foílituito  quefto  valore  nella  prima,  fará  eíTa  xx+-  ¿axzz 
480 4  +  jiaaxx+-  27 x  4  5  cioé   2$x  +  —  loax*  +•  Jiaaxx 

^  X  X 

48a4  =  o  .  Che  fe  fi  voglia  eliminare  la  x,  ritrovato  il  di 
lei  valore  per  quella,che  íi  vuole, delle  due  equazioni,  per 

efempio  per  la  feconda,  cioé  x  zzy±LVyy—  naa,  e  fofti- 

—  -  j 

tuito  nella  prima,  fará  eíTa  2yy—  \2aa±.2yV  yy  —  i iaa  •» 

  9 

5ay±5aWyy— i2aa  —  $yyy  e  liberando  dai  radicali  ,  ed 

3 

ordinando  1' equazione  ,  fará  dopo  un  lungo  calcólo 
62iy+  —  Sjoay* +-  6^Saayy+-  $6oa*y  +- e  ^i- 
dendo  per  p  fará  finalmente  6^y*--^oay 3  +•  J2aayy+* 
40a  3y+.  $i<Sa*=o  . 

82.  Generalmente  per  le  equazioni,  nelle  quali  1* in- 
cógnita, che  fi  vuole  eliminare,  fia  a  qualunque  grado 
elevata  in  ambe  le  equazioni ;  11  trovi  per  mezzo  di  ciaf- 
cuna  di  eíTe  il  valore  della  maíTima  poteftá  della  íleíTa  in- 
cógnita ,  cioé  poíla  eíTa  maflima  poteftá  fola  da  una  parte_. 

del 
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del  fegno  d'egualitá,  fi  pongano  dall'altra  parte  tutti  gli 
aítfi  termini  ,  e  queQi  due  valori  tra  loro  paragonati  ci 
daranno  un' equazione  di  grado  inferiore;  fi  ripeta  la  ílef- 
fa  operazione  fino  a  tanto,  che  fi  abbia  un* equazione  af- 
fatto  femplice  rifpetto  ad  eífa  incógnita  ,  ed  in  confeguen- 
za  il  fu  o  valore  cfpreffo  per  l'akra  incógnita,  c  per  le  co- 
gnite  ,  il  qual  valore  fi  foflituifea  in  una  delle  date  equa- 
zioni  in  luogo  dell*  incógnita,  e  fue  poteftá,  e  fi  avrá  un' 
equazione  efpreíTa  con  l'altra  fola  incógnita  ,  e  con  IzJ 
cognite . 

Sieno  le  due  equazionij 3  *■  aayzzbxx ,  e  y 5  —  bxx—aax , 
e  fi  voglia  eliminare  la  y  ;  fará  dunque  per  la  prima^. 
y*-zzbxx  —  aay9  per  la  feconda  y*zzaax+-bxx9  e  pero 
bxx—  aay  =  aax  +  bxx ,  cioé  —  x  —y ,  e  fatte  le  debite  foftitu- 
zioni  in  quella,  che  fi  vuole  ,  delle  due  equazioni,  fi  avrá 
—  xl  —  aaxzzbxx*  Sieno  le  due  equazioni  del  numero  an- 
tecedente xx  5¿w  —  $yy,  2xy~  ixx  —  qaa  ^  e  fi  voglia^ 
eliminare  la  x.  Sara  adunque,per  la  prima,  xx  —  ^yy  —  ¿ax, 
per  la  feconda,  xx  ~  ixy  —  qaa  ,  e  pero  fará  T  equazione 

3 

$yy—  <¡axzz2xy—  qaa  ,  da  cui  averaffi  xzzpyy  +.  ¿\aa  ,  e 

3  ty+rjir 

queño  valore  foftiíuitoinuna  delle  due  proporte  equazioni, 
per  efempio  nella  prima  ,  fará 

Ziy+Jr-ltaayy  +*l6a*  +~tfgyy+.  20a  »  —  $yy  ; 
^yy  4-  6oáy    j^iv^aa  zy-hi^a 

e  finalmente  riducendo  al  comune  denominatore ,  fará 
69y*  —  9oayl  ^Jiaayy  +-  qoaly+-  $\6a+  =  ó9  come  fopra. 

Ma 
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Ma  fe  le  due  equazioni  non  aveíTero  il  maííimo  termine 
dell' incógnita ,  che  íl  vuole  eliminare,  alia  íleíTa  poteftá  , 
fi  moltiplichi  1' equazione  di  grado  inferiore  per  tale  pote- 
ría di  eíTa  incógnita,  onde  fia  dello  fteíTo  grado  dell'altra, 
indi  fi  proceda neldetto modo.  Cosí  fe  üay3  —  xyy  +-  ^aax9 
>edyy  —  xx  —  xy—iaa,  e  debbafi  togliere  la  y;  fi  moltipli- 
chi la  feconda equazione  iny ,  onde fiaj/ 5  — xxy  ~xyy~  *$aay9 
e  pero  xyy  +-  ^aax  —  xxy*-  xyy—  *$aay  .  Da  queíta  fi  cavi 
il  valore  di  yy9  cioé  yy  —  xxy~-  *$aay~-  ^aax  ,  il  quale  pa- 

zx 

ragonato  col  valore  di  yy  dato  dalla  feconda  equazione 
propofta  yy  —  xx~>xy-*  ^aa^áavk  xxy—^aay—%aax  55 

xx  —  xy—iaa,  cioé  ¿xxy—  ^aay  4-  $aax  —  zx*  9  e  peró 
y—  7xl .  —  ^aax,  e  foftituito  quefto  valore  in  una  dello 

3  x x  —  1  aa 

due  propofte  equazioni  ,  come  nella  feconda  ,  fara 
4# 6    1 2aax++-<9a+xx~  xx  —  ix++.  %aaxx  —  ^aa  ;  cioc 

—  i8aaxx+-pa*  $xx-~$aa 
riducendo  alio  fteíTo  denominatore , 
x6  +-  i$aax+  —  4,)a+xx4-  ija'  —  o  . 

Nef  cafi  particolari  poíTono  eíTervi  de'  ripieghi ,  e 
delle  piü  fpedite  maniere  per  ottenere  I' intento,  ma  non 
cadono  fotto  regola  alcuna.  Si  potra  védeme  un'efempió 
nelle  due  equazioni  x  4-  y+-yy—  20b ,  ed  xxi-yy  + 

X  XX 

iqo.bb.  Volendo  eliminare  la  x;  fi  trafporti  il  termine  y 

N  dclla 
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della  prima  dali'altía  parte  ,  óñde  fia  x  +  yyyz  20b  ~y ,  e 


X 


quadrahdo ambi  i  membri, xx*~  iyy+  y**  üpobb—  qoby+yy, 

XX 

cioé xx+-yy+.y  +  z=4oobb*-4oby  ;  hla  il  primo  metfibró 


di  quefla  equazione  é  lo  fteíTo  del  primo  ülembro  della^ 
fecunda  equazione  propofta,  fará  aditñque  400^^40^  — 
iqobb,  cioé  y~  \  xb  . 

z 

83.  Con  calcólo  bensi  piú  laboriofo  ,  e  lungo  ,  ma-. 
nello  fleíTo  modo  ,  fe  tre  ,  qiiattro  ec.  fonó  le  equazioni  y 
ed  altrettante  le  incognite  y  fi  ridücono  ad  una  fola  ,  im- 
perciocché  per  mezzo  di  un*  equazione  íi  elimina  un'  in- 
cógnita, il  di  cui  valore  dato  per  Paltre,  e  per  fe  cognite 
íi  foftituifce  in  ciafcuna  delle  eqúázioni  fimanenti  ;  indi 
per  mezzo  di  -un'altra  equazione  fi  elimina  un'  altra  incó- 
gnita ,  ed  il  di  lei  valore  fi  foftituiice  in  quelle  5  che  ri- 
mangono  ,  e  cosí  di  mano  in  mano  fino  al  fine  .  Sieno  It 
tre  equazioni  x  +  y~c  -hz  ;  z+-  x  —a  +  y;  z  +  y  —  b  -h  x9 
e  fi  voglia  un*  equazione  fola  data  per  z  .  Dalla  prima-, 
equazione  fi  cavi  il  valore  della  y  ,  óoh  y  '—c  +•  z  —  x  ,  fi 
foftituifca  queño  valore  nell'  altre  due  ,  e  fono  z  4-  x  — 
a  4-  c  +■  z    x9  cioé  ix  —  a  4-  c  in  luogo  della  feconda  ,  o 
Z+-  c+  z—  x  —  b+x9  cioé  2Z—b*-.c+-  2x  in  luogo  della 
terza ;  in  queíV  ultima  fi  fofiituifca  in  luogo  della  x  il  va- 
lore, che  fi  cava  dalla  feconda  trasformata ,  cioé  x  =  a  +  c^ 
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e  fi  avrá  finalmente  22;  =  b—c+-  a  -h>c  f  cioé  z  —  a  +  b  . 

Z 

In  queíV  alrra  maniera  puré  fi  puó  operare  .  Pa  ciafcuna 
delle  tre  equazioni  date  fi  cavi  il  valore  ,  per  efempio 
della y,  vale  a  diré  7  =:  ¿r  +•  2;  ~  xyy  —  z+x-r  a9y  —  b+-  x—  z; 
pal  paragone  di  due  a  due  di  quefti  valori ,  a  piacere  ,  fi 
formino  due  equazioni  9  che  non  averanno  la  y  j  da  una,-, 
di  quefie  equazioni  fi  cavi  il  valore  dell'altra  incógnita  x> 
che  fi  foftituiíca  nell'altra  equazione,  vale  a  diré  fi  faccia- 
110  le  due  equazioni  c+-  z~  x~z  +  x  —  a  ,  e  c+  z  —  x~ 
b*-  x—z  ;  dalla  prima  ,  fe  cosí  piace  ,  fi  caví  il  valoro 
della  x  ,  cioé  x  —  a+  c,  che  fi  foliituifca  pell<t  feconda^ , 

z 

c  viene  Tequazione  r-fc-z—  a-~c  =  b  4-  a*-  c—z  ,  cioé 

z  .   z  \ 

z  =  a+b,  come  fopra  ,  data  per  la  fola  incógnita  z .  Nel- 
z  '  - ífTj£!noi  il  j  cl&ih 

lo  fteífo  modo  fi  operi  quando  le  equazioni  fono  piü  com- 
porte ,  ed  in  maggior  numero  .  Nella  foluzione  de*  pro- 
blemi  fi  vedrá  Pufo  delle  rególe  infegnate  • 

84.  Qualunque  volta  le  condizioni ,  ,0  fia  i  dati  del 
problema  non  ci  fpmminifirino  tante  equazioni  ,  quante 
fono  le  incognite  aíTunte  ,  onde  due  per  neceilirá  riman- 
gano  ,  il  problema  fará  fempre  indeterminato  ,  né  potraífi 
mai  trovare  il  valore  di  una  delle  incognite ,  fe  non  fup- 
pofto  5  e  determinato  il  valore  dell*  altra  ,  nel  qual  cafo 
ogni  problema  indeterminato  fi  fa  determinato  .  Per  for- 
mare ,  quantunque  anticipatamente  ?  qualche.idea  di  que- 

N  2  L\i 
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fli  problemi  indeterminaii,  cerco  duc  numeri  ,  la  fomma 
de*  quali  lia  eguale  a  30  .  Chiamo  il  primo  numero  x  , 
fe  chiameró  il  fccondo  =  30  —  x,  per  la  condizione  del 
problema  ,  non  avró  poi  il  modo  di  arrivare  ali'  equazio- 
ne  ;  adunque  chiamo  il  fecondojy  ,  fará  per  la  condizione 
del  problema    +-  yiz  30.  E  poiché  non  é  poflibile  il  ritro- 
vare  materia  d'altra  equazione  ,  con  cui  eliminare  una-, 
delle  due  incognite  ,  il  problema  é  di  natura  fuá  indeter- 
Hiinato  ,  ma  fe  aíTegneró  un  valore  determinato  ad  una^. 
delle  incognite  ,  e  fupporró ,  per  efempio  y  —  8  ,  fará 
x—^o—y—22.  Ma  perché  íi  poíTono  aflegnare  fucceíli- 
vamente  infiniti  valori  alia  y ,  cosí  infiniti  fono  i  valori 
della  x  9  ed  in  confeguenza  d'infinite  foluzioni  é  capace  il 
problema  .  Ne  prendo  un*  altro  efempio  dalla  Geometría. 
Si  debba  ritrovare  un  rettangolo  eguale  ad  un  dato  qua- 
drato  ;  fi  chiami  y  la  bafe  del  rettangolo  ,  l'altezza  x  ,  edT 
aa  il  dato  quadrato  ;  adunque  fará  l'equazione  aa  —  xy9e 
non  avendo  materia  d'altra  equazione  ,  rimane  il  proble- 
ma indeterminato  ,  come  di  fatto  infiniti  fono  i  rettangoli 
al  dato  quadrato  eguali ,  potendofi  in  infiniti  modi  variare 
la  bafe  ,  e  relativamente  l'altezza  di  quelli .  Ma  fe  fi  ag-: 
giungerá  la  condizione  ,  che  la  bafe  del  rettangolo  debba 
cíTere,  per  efempio,  eguale  ad  x  ,  farájp  —  x^ ,  e  l'equazione 

z  z 

xx  —  aa  ,  e  cosí  potendofi  in  infiniti  modi  variare  una_, 

z 

delle  due  incognite  ,  in  infiniti  fi  varierá  l'altra  ,  ed  infi- 
nite faranno  le  foluzioni  del  problema  . 

8-5. 
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85.  AJI'  oppofto  :  Se  le  condizioni  del  problema,  che 
devoníí  adempire,  daranno  piü  equazioni ,  che  incognite,. 
il  problema  fará  piü  che  determinato,  e  per  lo  piü  impof- 
íibile  ;  e  fe  avrá  ad  eíTer  poflibile  ,  converrá  ,  che  i  valor  i 
delle  date  fi  riftringano  a  certa  legge  ,  la  quale  talvolta-. 
ci  puó  far  vedere  innumerabili  caíi ,  ne*  quali  é  poííibile_# 
il  problema  .  Nel  fopra  notato  efempio  di  ritrovare  due^ 
numeri ,  la  fomma  de'  quali  fia  eguale  a  30  ,  che  quando 
nulla  di  piü  fi  eiigga,  é  problema  indeterminato;  fe  fi  ag- 
giunga  la  condizione  ,  che  in  oltre  la  difFerenza  de'  qua- 
drati  di  eífi  numeri  lia  data  ,  per  efempio  ,  eguale  a  60  , 
il  problema  é  determinato,  avendo  noi  in  quefto  cafo  due 
equazioni,  cioé  x  4-^1=30,  e  xx  —  yy  ~  60  ,  e  cavando 
dalla  prima  il  valore  della  y  ,  e  fofiituendone  il  quadrato 
nella;  feconda ,  fará  x  —  s>6o>  cioé  x  —  16 ,  ed  in  confe- 

guenza^r:  14.  Ma  fe  di  piü  fi  aggiungeíTe  la  terza  con- 
dizione ,  che  la  fomma  de*  quadrati  di  eíli  numeri  lia-, 
eguale  ad  un  dato  numero  ,  il  problema  é  piü  che  deter- 
minato ,  e  pero  poflibile  nel  folo  cafo  ,  in  cui  il  numero 
dato  ,  a  cui  fi  vuole  eguale  la  fomma  de*  quadrati ,  fia  ap- 
punto  la  fomma  di  efíi  quadrati  ,  cioé  il  452  .  Cosí  neli' 
altro  efempio  del  rettangolo  eguale  al  dato  quadrato  ;  fe 
íi  vorrá  ,  che  il  rettangolo  fia  fopra  una  data  bafe  ,  il  pro- 
blema fará  determinato  ,  ma  piü  che  determinato  fe  fi 
pretenda  in  oltre  ,  che  i  lati  abbiano  una  data  ragione  tra 
loio  ,  e  poífibile  nel  folo  cafo ,  che  quefta  ragione  fia  ap- 

pun- 
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punto  quella  ,  che  nafce  dall*  altre  condizioni  della  bafe^ 

data  ,  e  dell' eguaglianza  al  dato  quadrato  . 

86.  Rifolute  le  equazioni ,  c  ritrovati  i  valori  dell'  in-  . 
cognita  ne' problemi  georaetrici ,  rimane  che  fi  coftrui- 
fcano  querti  valori ,  cioé  dalle  date  linee  del  problema  fi 
trovi  quella  ,  che  appunto  fia  la  incógnita  quantitá ,  che 
fi  cercava  .  Sia  in  primo  luogo  il  valore  dell'  incógnita— 
una  frazione  incompleüa  razionale  ,  come  íarebbe  xzzab, 

c 

fe  fi  fará  l'analogia  c,  b  : :  a9  al  quarto,fará  eílo  ab,  adun- 

e 

que  fulla  indefinita  AC  (Fig.  13.)  prefa  AB  —  c  ,  ed  alza- 
ta  in  qualurque  angoloBD  —  b,  e  condotta  per  i  punti 
A  9  D  la  indefinita  A  E,  fe  fi  fará  A  C~  a ,  e  fi  condurra 
CE  paraiiela  aBD,  fará  CE~ab~x.  O  puré  condottc 

c 

in  qualunque  angolo  EAC  le  indefinite  AE9  AC  ,  fe  íl 
prenda  AB~  c,  A  Dzzb,  AC~aJ  e  condotta  dal  punto 
B  ai  punto  D  la  retta  £D,  dal  punto  C  fi  tiri  CE  paralíeU 
aBD,  fará  JEzzab.  Con  quefii  adunque t  o  altri  teore- 

c 

mi  di  geometría  fi  trovi  la  quarta  proporzionale  delle  tre 
quantitá  date,  o  la  tcrza,  fe  fono  due,  ed  averafii  in  linea 
Jl  valore  dell*  incógnita .  Se  fia  x  —  abe ,  fi  inftituifea  una^ 

prima  analogía  ,  prendendo  una  qualunque  lettera  del  de- 
nominatore,  e  due  del  numeratore,per  efempio  m,b  :  a, 
al  quarto  ,  che  é  ab,  fi  ritrovi  la  linea  ,  che  íiaz^,e  fi 

m  m 

chia- 
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chiami/,  adunque  fará  x-fc ;  íi  inftituifca  la  feconda^. 

n 

analogía  n  ,  /  : :  v  ,  al  quarto  ,  e  fará  eíTo  /c,  cioé  abe  . 

Adunque  prefa  (  Fig.  13.  )  JBzzm,  AC~a,  BD  —  b3 
fará  CE-ab  —  f;  indi  prodotta  indefinitamente  GE\,M 

m 

prenda  CHzzn,  CK  =  <r,  e  condotta  HE,  fi  tiri  dal  pun- 
to K  1a  retta  K/parallela  ad  HE>  fará  CH,  CE  ::CK, 
CI^  cioé  n  9  ab  : :  c^abc—CI^x. 

m  m  n 

Se  le  dimenfioni  del  numeratore  ,  e  denominatoro 
fatanno  maggiori  ,  in  maggior  numero  crefeeranno  leí* 
ánalogie  da  inrtituirfi  ,  ma  fempre  con  lo  fteifo  ordine. 

87.  Quindi  fe  il  valore  del?  incógnita  fará  comporto 
di  p'u  frazioni  incompleíTe ,  o  di  interi ,  e  frazioni ,  ri- 
tróvate  le  linee  ,  che  a  ciafcun  termine  fono  eguali , 
fommate  eíTe  ,  o  fottratte  ,  fecondo  i  fegni ,  daranno  \kL 
linea  efpreíTa  dal  valore  dell*  incógnita  > 

88.  Da  quefta  regola  fi  ricava  il  modo  di  trasformare 
un  piano  in  \xtí  altro  di  un  dato  lato  ,  un  foiido  in  un' al- 
tro di  uno  ,  o  di  due  lati  dati  ec.  cioé  un  qualunque  ter- 
mine di  due,  tre  ec.  dimenfioni  in  un'  altro,  il  quaie  con- 
tenga una  data  lettera  ,  fe  é  di  due  dimenfioni;  una  o  duc 
date  ,  fe  £  di  tre  dimenfioni; ne  contenga  una ,  due, o  tre 
date  ,  fe  é  di  quattro  ec.  ;  imperciocché  fia  il  termine  bb, 
che  fi  voglia  trasformare  in  un*  altro ,  che  contenga  la  let- 


tera 
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tera  a  ,  per  eíTa  lettera  a  fi  divida  il  termine  bb  ,  fará  bb; 

a 

con  la  data  regola  fi  trovi  nella  (Fig.  13.)  una  linea  egua- 
le  a  bb,t  fi  chiami      adunque  fará  bb  —  m,  epcibbb~im* 

Sia  jfc  da  trasformarfi  in  modo,  che  contenga  ab;  íi  trovi 
la  linea  eguale  ad  jfc ,  che  fi  chiami  n ,  adunque  fará  ffc  —  n% 

ab  .  ab  > 

c  peib  ffczzabn;.  fe  fi  aveíTe  voluto  ,  che  conteneíTe  fola-r 
mente  la  lettera  a9  fi  avrebbe  fmofc  —  n%  e  pero  tfc  —  afo., 

a 

La  cora  c  chiara  ,  né  occorre  dame  altri  efempj  . 

8p.  Ció  porto;  fia  in  fecondo  luogo  il  valore  delP in- 
cógnita una  frazione  y  o  piü  frazioni  compleíle  ,  cioé  fia-, 
il  denominatore  di  piü  termini ,  come  x  —    a*    ,  fi  tras- 

bb  -^r  ce 

formi  il  termine  a  per  efempio  ,  ce  in  un'  altro  ,  che  con- 
tenga la  lettera  b  ,  e  fia  bm  ;  adunque  avrafli     a1  , 

quindi  fi  rifolva  in  due  analogie  ,  cioc  b  ,  a  : :  a  ,  al 
quarto  aa  ;  b  +~>m  ¡  aa  ::  a  ,  al  quarto     ¿35 3     5  e  fatte  al 

b  b  bb  bm 

folito  le  coftruzioni  per  mezzo  de'  triangoli  fimili ,  fi  avrá 
la  linea  >  che  e  il  valore  dell' incógnita  .  S'avrebbe  potuto 
egualmente  lafeiare  il  termine  ce  nei  denominatore  ,  c 
trasformare  bb  in  uiV  altro  ,  che  aveíTe  conteriuta  la  lette- 
ra c,  per  efempio  en;  e  farcbbe  fiata  la  frazione    a1  > 

cc^cn 

che 
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che  fi  rifolvenelle  due  analogie  c,  a  ::a,  aa,  e  c  +  n, 

c 

aa  : :  a,  a%  .  Sia  x~b^_cj  íi  trasformi  nel  denominatorc 
c        cc+-cn  a%*-b% 

il  termine  b 3  in  aan ,  e  fara  b%  c  ,  che  íi  rifolve  in  tre 

a 3  +  aan 

analogie  a ,  b  ::  b ,  ¿¿ ;    ,  b  ::  bb  ,  Z> 3  ;  a 4-  »  ,  c  ::  bs  9 

ci  ci       a  ct  a  a 

b3c    .  Se  il  denominatore  foíTe  di  tre  termini,  fe  ne 

aan  +•  ¿z 9 

dovrebbero  trasformare  due ;  fe  di  quattro ,  fe  ne  trasfor- 
merebbero  tre  ec.  ,  cosí  fe  foíTe  flato  x -.'S     £ 3  ¿r     ,  fi 

a3  -h  b3  —bcc 

avrebbe  fatto  b3  —  aan9  e  bcc—anp,  e  pero  farebbe_> 
at=      ¿3£      j  che  ifleflamente  fi  rifolverá  in  tre  ana- 
a3+aan—aap 

logie  ;  cioé  a9  b  : :  b,  bb;  a ,  b  : :  bb  ,  bl  ;       «  — jp  5 

c  ::b3  ,  b3c 
aa    a 3  ¿zaw— 
Non  puó  fare  difficoltá  alcuna,  che  il  numeratore 
della  frazione  fia  compleíTo,  cioé  di  piü  termini  •  poiché 
lafrazione  equivale  ad  altrettante,  quanti  fono  i  termini 
del  numeratore,  di  modo  che  aa±_bb  é  lo  fieíTo,  che 

'a3~Z'c3 

aa  ±  bb  ,  e  peró  rifolvendo  nel  modo  fpiegato  ciafcu- 
a3  —  cl  a3~c3 

O  na 
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na  di  quefte,  la  fomma ,  o  differenza  (  fecondo  i  fegni  ) 
delle  linee  da  eíTe  efpreffe  ci  dará  la  linea,  che  é  il  valore 
dell'  incógnita. 

po.  Ma  fenza  moltiplicare  le  operazioni  col  ridurre 
la  frazione  di  numeratore  compleíTo  a  piü  frazioni,  bafte- 
rá  ufare  opportunamente  della  trasformazione  de*  terraini 
nel  numeratore,  e  nel  denominatore  in  quella  guifa  ,  che 
fi  é  veduto  doverfi  fare  fin' ora  nel  denominatore;  e  pero 
fia  x  —  aa  +  bc ,  íi  trasforrni  il  termine  be  nel  termine  am9 

a  4-  b 

e  fará  la  frazione  aa+*  am  ,  quindi  a-hb  >  a  +  m  : :  a  , 

¿4-  b 

aa+-am.  Sia  aaee—abef,  ÍI  faccia  bf  zzam,  e  la  frazione 

a 4-  b  acf  4-  bff 

fará  aacc  ~  aaem  ,  cioé  acc  —  acm ,  e  peró  /,  a  : :  c  ,  ae  % 

a  cf     a  mf  cf  4-  mf  f 

e  C4-  m  y  e  —  m  ::  ac9  aec—  acm. 

7"  fc+mf 

Se  peró  il  numeratore,  e  denominatore  della  frazio- 
ne fono  tali,  che  fenza  trasformare  termine  alcuno  í]  pof- 
fano  rifolvere  nef  fuoi  componenti  linead,  non  fi  dovrá 
far  ufo  della  trasformazione,  che  in  quefH  caíi  moltipli* 
cherebbe  le  operazioni  inútilmente  .  Tali  farebbero  le 
frazioni    gab     ,  a*—  abby  e  fimili  ;  la  prima  delle  quali 

aa  —  ce        ac  4-  ce 

fenz'altro  fi  rifolve  nelle  due  analogie  a%cr4::  a,  aa  , 

a  4-,  e 

tú  a—  c>b  : :  aa  ,  aab  ;  la  feconda  nelle  due  e9a:  \  a+b, 

a+-  c  a  a—  ce 

aa 
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aa+»ab  ,  ed  a+  c,  a—  b  \\aa+-  áb^  a1  ~-abb  .  Anzi  mol- 

c  cachee 

te  volte,fenza  trasformare  i  termini,  tornera  aíTai  piü  có- 
modo ferviríi  delPeftrazione  delle  radici  per  rifolvere  nei- 
le  analogie  la  frazione;  cosí  la  frazione  aa+-bc  fi  rilolve 


nella  analogía  0,  Vaa^bcW  v  aa+-bc  ,  ^-f-^;  la  frazio- 


ne a1  +-abb  fi  rifolve  nelle  due  analogie  v  aa  hh  cc  , 

aa+*  cc 


y aa  +  bbllis aa  +  bb ,  aa+bb,  e  Vacn-cc,  a'-iaa  +  bb, 

V^aa^cc  aa+-  c  c 

a*  +  abb  .  Talora  peró  é  neceíTario  trasformare  ancora^. 

aa  +*c  c 

qualche  termine,  come  nella  frazione  a*  +-bbc  7  la  quale 

4a—  c  c 

non  potra  rifolverfi  né  meno  coi  radicali ,  fe  non  trasfor- 
mando  uno  dei  termini  del  numeratore,  per  efempio  >  bbc 
in  acm  ,  onde  fia  a 3  4-  acm  ,  e  peró  a+  c ,  aV.V  aa+  cm  ^ 

aa—  cc 

aVaa+  cmy  ed  a—cy  V aa+*  cm\\a\y aa^  cm*al acm  . 

a4r  c  a+-  c         aa —  cc 

Si  dica  lo  (lefio  di  frazioni  piü  comporte. 

Tra  le  diverfe  afTegnate  maniere,  quale  poi  debba^ 
clegg.ríi  ne*  cafi  particolari,  non  fi  puó  definiré;  fi  do- 
vrá  forfe  provarne  piü  d'una,  ed  appigliarfi  a  quella,  che 
ci  fornifea  una  piü  femplice  coílruzione  dei  propolio 
problema  . 

pu  Per  ció  che  riguarda  poi  il  ritrovare  quclle  linee, 

O  2  che 
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che  vengono  efpreflfc  dai  rad'.cali ;  fia  ifl  terzo  luogo  il  va- 
lore dell' incógnita  un  inriero  ludicale  quadratico  ,  per 
efempio  x  —  Vab¡  cioé  medio  proporzionale  fra  la  a9  e 
h  b ;  prefa  (  Fig.  14. )  AB  =  a9  ed  in  diretto  BCzzb  >  c 
divifa  per  meta  in  H  la  comporta  AC,  íi  deferiva  col 
raggio  HC  il  femicircolo  A  DC,  e  dai  punto  B  íi  alzi  la 
perpendicolare  BD  terminata  alia  periferia,  fará  il  ret> 
tangolo  di  AB  in  BC  eguale  al  quadrato  di  BD  ;  cioé 

ah  —  BD  5  e  pero  V  ab  —  BD  —  x.  Sia  x  —  V  iaa  ,  prefa 

ABzzia,  BC  —  a,  fará  BD  —  y  iaa  ec. 

E  le  la  radicale  foíTe  di  quantitá  compleíTa  ,  como 

x  —V^aa  ±  ab  9  o  puré  x  zzi/zaa±iab±  iac  ;  falta  AB  nel 
primo  cafo  eguale  a  40  ±.  ¿,  cioé  alia  fomma  di  44 ,  e  di 
fe  il  fegno  é  pofitivo  9  ed  alia  differenza  fe  é  negativo ;  e 
reí  fecondo  cafo  fatta  ABzz^a^bt^ic  9  e  prefa  BCzza, 
íi  deferiva  il  femicircolo  ADC  al  diámetro  AC>  ed  alzata 
la  perpendicolare  BD9  fara  eíTa  perpendicolare  nel  pri- 
mo cafo  eguale  alia  v  /\aa  ±_ab  ~  x  ,  e  nel  fecondó  3 

l/i>aa  ±ab  ¿z  iac~x. 

Generalmente  fieno  quanti  íi  vogliono  i  termini  fot- 
to  il  vincolo  ,  ed  in  qualunque  modo  combinan  coi  fegni, 
íi  coftruirá  fempre  il  valore  per  mezzo  del  femicircolo  , 
quando  ciafcun  termine  fia  moltiplicato  nella  íleíla  lettera, 
facendo  l'uno  de'  fegmenti  3  per  efempio  5  CB  eguale  a_. 
quelta  lettera  5  e  l'altro  fegmento  B  A  eguale  alia  fomma  , 
o  differenza  di  tutti  i  termini  per  eíTa  lettera  diviíi,  ed  al- 
zan- 
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zando  la  perpendicolare  BD.  E' facile  il  vedere  5  che  fe 
la  combinazione  de*  fegni  rendeíle  quantitá  negativa  il 
Tegmento  BAi  fafebbe  negativa  la  quantitá  fotto  il  vinco- 
lo,  e  pero  immaginario  il  valore  dell*  incógnita  ;  tale  fa- 

rebbe  x~vab  —  ac  >  fuppofta  c  maggiore  di  b. 

p2.  Che  fe  ciafcun  termine  non  fará  per  la  fteíTa  let- 
tera  moltiplicato  ,  talí  fi  poífono  eífi  rendere  trasforman- 

do  quelli,  che  non  lo  fono  ;  e  peró  fe  fia  x~  yaa±ibb\ 

facciafi  bbzz&m,  e  fará  x  —  Vaa+zam^  epimehABzza±.m9 
cioé  —a±L  bb  ,  e  BCzza  ,  e  defcritto  il  femicircolo  ,  fará 

BD  =  y  aa±bb  —  x.  Ifieífamente,  data  x  —  Vaa+-bb —  cc> 

fi  faccia  bbzzam9  e  cc~an9  e  fará  x  —  Vaa-^am — an3  e_# 

prefa  A  B  —  a+-  m  —  n  5  e  B  Czz  a,  fará  BD  =  Vaa  2  bb — cc—x. 

93.  Ma  cornunque  fieno  i  termini  }  fenza  fare  muta- 
zione  alcuna,  fi  coilruiranno  fempre  i  radicali  quadratici , 
o  col  folo  triangolo  rettangolo  ,  o  con  elfo,  e  col  circolo 

aflieme .  Sia  x  —  V  aa  4-  bb¡  fi  prenda  (Fig.  15.)  AB  =  a9 
BC=b  perpendicolare  ad^£,  fará  ACzz  y  aa  bb~x> 
Sia  xzz  \/  2aa,  fatta  AB  —  a9  cBCzza,  fará  A  C=  V  2¿m; 
fia  x  zz  1/  $aa9  fatte  come  prima  le  A B9  BC  eguali  ad  a  > 
ed  alzara  fulla  retta  A  Cía  nórmale  CDzza,  fará  ADzz 
y^aa.  Sia  #=  v  ¿aa,  fatta  ABzz2a9  BCzza,  fará  AC  — 

y  ¿aa  .  Sia  xzzVaa+-bb+-cc  9  fatta  ABzza  ,  BCzzb  ,  e_> 
nórmale  ad  AB9  fulla  ACü  alzi  la  perpendicolare  CD  —  c9 

e 
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e  fará  l'ipotenufa  ADziV  aa*-bb  + cc~x9  ifteíTamente  íl 

proceda  fe  la  quantitá  foíTe  piü  compofta.  S\zx  —  i/ aa+~  be; 
quando  non  íi  trasformi  il  termine  be  nel  modo  detto  di 
fopra,  prefa  (Fig.  16.)  ABzza,  BCzzb,  BD  =  c,  ful  diá- 
metro CD  íl  deícriva  ii  femicircolo  CFD,  la  ordinata 

BE  fara  =  vbc  ,  e  tirando  la  ipotenufa  AE  9  fará  eíla 

eguale  alia  V  aa    be  —  x .  Sia  ^  —  \s  aa    he    ee  9  fulla 

AE  fi  tiri  la  nórmale  EM=e9  e  fará  AMzz  V aa*-bc+  ee 

—  x.  Sia  x  =  l/aa+-be+  ee,prefaBCzzb+-e9BD  —  c9 

fará  BE—  Vbc  +-  re,  ed  ^E  =  \/ aá+-  bc+-  ce.  Se  piü  faran- 
110  i  termini,  crefeeranno  le  operazioni,  ma  non  le  difli- 

cohá.  Sia  xzzi^aa —  bb  ;  al  diámetro  ABzza  (  F/5.  17.  ) 
11  deferiva  il  femicircolo  ACB9  a  cui  fi  inferí  va  la  corda^ 

ACzzb,  fará,  per  Pangólo  reno  .^Cfí,  £C=:       —  bb  . 

Sia  a;=K^  —  bb+-bb9  íi  producá  AC  in  Af  in  modo, 

che  fia  Cilí=/jj  e  condotta  £  Af,fará  eífozzis aa  —  bb+-hh 

zix .  Sia  #=:k'00  —  W — nel  femicircolo  ACB  íl  in- 

feriva  la  corda  AC=i/bb+-  bb9  fará  ¿?  a  —  ¿£  — 

Sia  x  —  Vaa — ¿(7,o  puré  #  =  V  aa  —  be  —  ce ;  prefa  (F/g.  1 8.) 
AB~b  nel  primo  cafo,  eózzb^e  nel  fecondo  ,  e  ^ÍD 
in  diretto  r=¿:,  AH^a,  fi  deferí  vano  coi  diametri  jBD, 
i  due  femicircoli  BCD9  AEH,  la  ordinata  ^Cfará 

nel  primo  cafo,  ^ázzvbc-^ce  nel  fecondo,  e  pero 

prefa 
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prefa  AE  —  AC,  e  condotta  la  corda  EH9  fara  eíTaz: 

V  aa. —  be  riel  primo  cafo  ,ed-|/^  —  be  —  ce  nel  fecondo . 

Che  fe  foíle  x~  V aa —  be — ee,  fatta  ABzzb,  ADzzc  y 
e  prefa  in  oltre  CFzze  nórmale  ad  AC ,  fara  AF~ 

Vbc+  ee  >  quindi fatta  Al—AF^  fara IH—V  aa  —  be  —  ee . 
Sia  cioé        p'Vtf  fi  trasformi 

il  fecondo  termine  £4  in  ,  e  fara  x~  V V 'a* '+•>  aamm, 
c  levando  dal  fecondo  radicale  il  quadrato  aa  ,  fara  x^z 

]/ a  Waa+-mm;  fi  faccia  (  Fig.19. )  AB  —  ay  BC  nórmale 

eguale  ad  m  ,  fara  AC—v  aa+-mm  .  Prodotta  CA  in  H 

•dimodo,  che  fia  AH—AB  —  a,  ful  diámetro  HC  fi  deferí- 

vailfemicircolo  HD  C,e  condotta  dal  puntos  la  perpendi- 

/  r 

colare  A  Dal  diámetro,  fara  effaAD^  Y  a  V '  aa++  mm  —  x. 

I  cafi  piü  compolti  íl  ridurranno  fenza  fatica  alii  giá 
fpiegati  .  Nulla  aggiungo  intorno  alte  frazioni  compollc 
di  quantitá  razionali  ,  e  di  radicali  ,  poiché  niente  altro 
efiggono  ,  fe  non  la  combinazione  delle  date  rególe  per 
quelle  ,  e  per  queíle  . 

P4.  Per  la  coílruzione  delle  equazioni  di  quadratica 
affetta,che  fono  le  p  ü  alte,  che  da  me  fi  trattino  in  que- 
fio  Capo,  ó  fuppofta  neceíTaria  la  rifoluzione  loro,  ed  ó  af- 
fegnate  le  rególe  ,  affinché  fi  abbiano  i  valori  dell* incógnita 
da  coílruirfi  nelle  maniere  poco  fa  infegnate  .  Non  é  peí  ó 
neceíTaria  queila  previa  rifoluzione,  e  fenza  dieíTa  fi  poíTono 
coftruire  nel  feguente  modo .  Tutte 
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Tutte  le  infinite  equazioni  di  quadratica  aflfetta  ven- 
gono  efpreíTe  dalla  formóla  xx  ¡t  ax±  bb  =  o,  cioé  dalle 
quattro  ,  che  nafcono  dalle  quattro  diverfe  combinazioni 
de*  fegni, 

1.  xx+- ax — bb —o 

2.  xx  —  ax  —  bb  —  o 

3.  xx     cix  +-  bb  —  o 

4.  xx  —  ax  +-  bb  izo 

intendendo  che  la  lettera  a  efprima  tutte  le  quantitá,  che 
formano  il  coefficiente  del  fecondo  termine,  e  b  la  radi- 
ce  quadrata  del  compleíTo  di  tutti  i  termini  cogniti  . 
Adunque  per  coftruire  le  due,  pnma,e  feconda:  fi  prenda 
(Fig.  20.)  CA—\a9  AB  in  angolo  retto,  ed  eguale  a  b, 
col  raggio  CA  fi  defcriva  il  circolo  AED  ,  e  dal  punto 
B  fi  tiri  la  retta  BD  terminata  alia  periferia  in  D,  la», 
quale  paffi  per  lo  centro  C;  fará  BE  il  valore  pofitivo 
dell' incógnita,  cioé  la  radice  vera,  o  fia  pofitiva  dell' equa- 
zione  xx-*-ax  —  bb—o^  e  BD  fará  la  faifa  o  negativa^  ; 
ficcome  all'oppofto  fará  BD  la  vera,  e  BE  la  faifa  del? 
cqnazione  xx  —  ax — bbzzo.  Ed  in  fatti  rifolvendo  le 

due equazioni, fono eíTe^=: —  ajt  j/aa+-bb,  ed  x  =  a±: 

j/ aa-t~bb,  e  perla  coftruzione  eíTendo  CAzzCE^zCD  — 

4  t  

OjAB^b^íaikCB  -  y/ aa+-bb ,eperb BE=  y/aa  +  bb  —  ¿, 

*  4  4  7 

valore  pofitivo  della  incógnita  nella  prima  equazione,  e_> 

BD 
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BD  prefa  negativa  zz —  a  — y/aa-^bb  ,  valore  negativo  . 


Cosí  fará  BD  prefa  pofitiva  —  a  +>  j/  aa+*bb>  valore  pofi- 

z  4 

tivo  dell' incógnita  nella  feconda  equazione,  e  per  eíTere_* 
CB  maggrore  di  CE}  fará  EB  negativa        — j/  cia^bbj 

valore  negativo  . 

La  terza,  e  quarta  formóla  fi  coflruirá  cosí .  Prefa 
(  F/'g.  21. )  C^fz:^,  ed  AB  in  angolo  retto  =  b  ,  come 
nelíe  coííruzioni  fuperiori,  e  defcritto  col  raggio  C  A  ü 
femicircolo  ADH >  ÍI  conduca  BD  parallela  ad  AC  r  le 
due  rette  B.E9  BD  faranno  i  due  valori,  cioé  le  due  radici 
negative  dell*  equazione  xx  +-<ax  +■  bbzze ,  ele  due  poíitivc 
dell' equazione  xx  —  ax*-bb  —  ó.  Imperciocche,  rifolven - 

do  le  equazioni,  ci  dará  la  terza  x  — —  £  ±:  j/  aa  —  bb,  e  la 

  *  4 

quarta  x  —  ajz     aa —  bb;  ora condottele rette  CD9  CE,c 


CIperpendicolare  a  BD ,  fará  ID  —  lE-^aa  —  bb  ,e  pero 


B  E  negativa  zz  —       j/ aa — bb  9  valore  negativo  delP  in- 

2  4 

cognita nella terza equazione, per eíTer  BImaggioredi  1E; 
e  fará  B  D  prefa  negativa  =:  —  a  —  i/  aa  —  bb ,  altro  valore 

negativo  della  íleíTa  terza  equazione.  All'oppoflo  fará  BD  po- 

fitiva 


I  (4 

fitiva  s  a  •*« 
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ambi  i  valori  poíitivi  dell*  incógnita  nclla  quarta  equa- 


Adunque  per  coítruire  una  qualunque  equazione  di 
quadratica  affetta,  baflera  aflbmere  il  raggio  CA  eguale 
alia  metá  del  coefficiente  del  fecondo  termine,  e  la  tan- 
gente AB  eguale  alia  radice  quadrata  dell' ultimo  termine, 
ed  il  rimanente,  come  nell'una,  o  nell'altra  delle  dúo 
figure  ,  fecondo  che  fara  pofitivo  ,  o  negativo  l'ultimo 
termine;  quindi  per  coítruire,  perefempio,  1' equazione 
xx+-ax  —  bx  —  aa+-  ce  zzo  ,üfacciaA  C=a —  b,edAB~ 


v  aa — ce  nella  prima  delle  due  figure  ,  fe  a  é  maggiore 

di  c  ;  ed  AB—i^cc — aa  nella  feconda ,  fe  a  é  minore 
di  c.  Da  quello  efempio  fi  vede,  come  debbafi  operare  in 
tutti  gPaltri  . 

Puó  darfi  il  cafo,  che  nella  coííruzione  della  Fig.  21. 
la  retta  B  D  non  tagli ,  ma  tocchi  il  circolo  ADH ;  o  che 
né  lo  tagli ,  né  lo  tocchi ;  lo  toccherá  quando  fia  AC~  AB, 

cioé  \a  —  b¡  ed  i  due  valori  dell' incógnita  dell' equazione 

BE,BD  faranno  eguali  ,  l'uno  pofitivo  ,  e  l'altro  ne- 
gativo; non  lo  tocchera,  né  lo  tagliera  quando  fia  B  A 
maggiore  di  AC,  cioé  b  maggiore  di  ~a,  e  1' incógnita-, 
non  avra  valori,  cioé  faranno  immaginarj;  e  ció  confron- 
ta puré  colla  rifoluzione  analítica ,  imperciocché  quan- 


zione  . 


do 
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do  fia  "i  azzb  ,  fará  aa~ bb=o  ,  e  peró  i  due  valori 

4  2;  

a?  =  —  a  +. )/aa~- bb, xzzji+yaa  —      faranno  #  =  —  a  , 

x~a9  e  quando  lia  ¿*  minore  di  b  ,  fará  \/ aa^bb  quan- 

*  X  4 

tita  immaginaria,  e  pero  immaginarj  i  due  valori  dell*  in- 
cógnita . 

P5.  In  quefte  coílruzioni  é  flato  neceffario  rítrovarc 
la  radice  quadrata  dell' ultimo  termine  dell' equazione  ,  la 
quale  ci  fornifce  la  tangente  AB  del  circolo,  Se  pero  eíTo 
ultimo  termine  fia,  o  voglia  renderfi  ( il  che  é  in  noftra 
mano )  eguale  ad  un  rettangolo ,  potranno  coftnjirfi  an- 
che in  queíValtra  maniera  le  quattro  formóle: 

1 .  x  x  +,  ax  —  be  zz  o 

2.  xx  — ax  — be  zz  o 

3.  xx  4-  ax  +  be  zz o 

4.  xx  — .  ax  +-  be  zz  o 

Si  deferiva  il  circolo  BAD  (Fig.  22.)  di  un  qualun- 
que  diámetro  ,  purche  eíTo  non  fia  minore  né  di  a  ,  né  di 
b~c,  (  fuppongo  b  maggiore  di  e9  cioé  per  b  intendo  il 
lato  maggiore  ,  e  per  e  il  lato  minore  del  rettangolo  dato) 
da  un  qualunque  punto  A  nella  periferia  fi  infenvano  nel 
circolo  le  due  corde  ABzza,  ADzib  —  e3  e  fi  producá.^ 
quefia  in  F,  onde  fiaDFrí;  col  centro  Cdel  primo  cir- 
colo, e  col  raggio  CF  fi  deferiva  il  fecondo  FGH,  che_* 
taglierá  in  F,  E,  G,  H  le  corde  AD,  AB  proIungate_>  ; 

P  2  cío 
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ció.  farto  ,  fará  AG  h  radice  vera  ,  o  fia  pofitiva  ,  cioé  il 
valore  pofitivo  ,  cd  AH  il  negativo  per  l'equazione  xx  ■+ 
ax—  be— o;  ed  all'oppofto  AG  fará  il  negativo  ,  ed  A  H 
il  pofitivo  per  l'equazione  xx  —  ax  — fozio. 

Per  vedere  quella  veritá  bifogna  fupporre  due  pro- 
prieta  del  circolo  ,  che  da*  Geometri  fi  dimoftrano  ,  cioé 
che  le  rette  EA,  D  F  fono  eguali  tra  loro  ,  ficcome  tra- 
loro  le  due  GA  ,  BH,  e  che  fono  eguali  i  rettangoli 
EAXAF,  e  GA\AH.  Suppoíli  quefti  due  Teoremi,  íi 
divida  BA  per  meta  in  M9  per  la  fefta  del  fecondo  d'Eu- 
elide  5  fará  il  quadrato  di  MG  eguale  al  quadrato  di  MA 
con  il  rettangolo  di  BGXOAy  cioé  di  HAXAG,  cioé  di 
FAXAE\  ma  il  quadrato  di  MA,  per  la  coftruzione, é  Sí 
aa  ,  ed  il  rettangolo  di  FA  XAE  é  zz  be  ,  .adunque  fará 

4    

MG—jSaa  +  bc 3  e  pero  AG  —  ~a+-)/'aa  +  bc,  valore  pofi- 

4  x  4 

tivo  3  ma  AH=a  +■ y^aa  +  bc  ,  quindi    H  negativa  =  —  a  — 

x         4  x 

fatn-bc,  altro  valore  che  é  negativo  ;  Puno  e  Paltro  ap- 

4 

punto,  come  nafeono  dalla  rifoluzione  della  prima  equa- 

zione .  Per  la  fteffa  ragione  AG  negativa  fará  =  ¿7— *j/aa+-  bc9 

x  4 

ed  AH  pofitiva  —a+*faa-h  be,  che  fono  i  valori  della-» 

x  4 

incógnita  nella  feconda  equazione  . 

Rif- 
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Rifpetto  alia  terza  ,  e  quarta  equazione  ;  defcritto  un 
eircolo  qualunque  RAD,  (Fig.  23. )  col  diámetro  non  mi- 
nore di  a  y  né  di  b  c  ,  s'infcrivano  in  eíTo  dae  cordc  da 
un  qualunque  punto  A  della  periferia  ,  cioé  AR  n  a  , 
AD~b+e,c  fatta  DF~e,  col  centro  C  del  primo  eir- 
colo 9  e  col  raggio  CF  fi  deferiva  Talíro  eircolo  GHF,  che 
taglierá  le  due  corde  AR,  AD  nei  punti  G,  H,  F3  E  ; 
ció  fatto  ,  faranno  AG,  AH  i  due  valori  negativi  della-* 
terza  equazione,  ed  i  due  poíitivi  della  quarta  ;  imper- 
ciocché  divifa  R  A  per  meta  in  M,  fará,  per  la  fefta  del  fe- 
condo  libro  d'Euclide,  MA  quadrato  eguale  al  rettangolo 
diHAX4G>ú°e  di  RGXGA,  cioé  di  DEXEA,con  di 

piü il quadrato  di  MG;  adunque  fará  #¿  zz  be  -h MG3  cioé 

  4 

MG—yaa~bc ,  e  pero  ~MA-h  MG,  cioé  G^í  negativa 
4   

fará  =:  —  a  -+jríia  —  bc>e~-  MG  ~  MR ,  cioé  G  R  negativa 
fará  n  —  a~j/aa  —  be  ,  ambi  valori  negativi  dell*  inco- 

a  4 

gnita  nella  terza  equazione.  Símilmente  MG+>  MR,c\ob 
a  +  faa  —  be  fará  GR  pofitiva  ,  ed  MA  —  MG  ,  cioé 

z  4 

¿  —yaa—bc  fará  ^ÍG  pofitiva  ,  ambi  valori  pofitivi  dell* 
*  4 

incógnita  nella  quarta  equazione  . 

E*  chiaro,  e  per  la  cortruzione  della  Figura  vigeíima 

tersa. 
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terza  ,  e  per  la  rifoluzione  della  terza  ,  e  quarta  equazio* 
ne5chequando  fia  bc~aay  il  circolo  HGE F  toccherá 

4 

la  retta  RJ9  e  faranno  eguali  i  due  valori ;  e  fe  be  fará 
maggiore  di  aa ,  né  la  toccherá,  ne  la  taglierá  ,  e  faranno 

4 

i  due  valori  immaginarj  • 

Vedute  quanto  puó  bailare  le  rególe  principali  ,  paf- 
feró  a  farne  ufo  neila  foluzione  de*  Problemi ,  e  peró  fia 

PROBLEMA  t* 

96.  Sia  una  certa  fomma  di  foldi  da  diflribuirfi  cu* 
certi  poveri ,  ed  il  numero  de9  foldi  fia  tale  ,  c he  per  dame 
tre  a  ciafcun  povero  ne  manchino  otto  ,  e  dandone  duc^  % 
ne  avvanzino  tre  ;  Ji  cerca  il  numero  de'  poveri ,  e  de9 
foldi  ♦ 

Si  chiami  il  numero  de* poveri  ¿s  #,adunquepoichéü 
numero  de* foldi  é  tale  y  che  per  darne  tre  a  ciafcheduno 
ne  mancano  otto  ,  fará  il  numero  de*  foldi  3#  —  8  ;  ma^ 
dandone  due ,  ne  avvanzano  tre ,  fará  adunque  puré  =5 
zx  4-  3 y  e  pero  fará  1* equazione  3*  8  =  2#  3,  cioé 
x  s  1 1  .  Pertanto  undeci  faranno  i  poveri  3  e  perché 
8  ,  o  puré  2#4-  3  é  il  numero  de'  foldi ,  follituito 
frmdeci  in  luogo  della  x ,  fará  eílo  numero  de*  foldi  =  25  • 


PRO- 
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PROBLEMA  II. 

$>7.  Date  le  velocita  di  due  mobili,  la  di/lanza  loro , 
*  la  differenza  del  tempo  ,  in  cui  principiano  a  mover/i 
fopra  una  retta  linea  ,  J7  dimanda  il  punto  nella  linea  , 
"  ed  il  tempo  ,  in  cui  Ji  raggiungeranno  • 

Sia  (Fig.  24.)  in  A  il  primo  mobile  ,  la  di  cui  velo- 
cita  fia  tale  ,  che  defcriva  uno  fpazio  c  nel  tempo/ ;  CíSUm 
B  ü  fecondo  mobile  con  unavclocitá  tale  ,  per  cui  defcri- 
va lo  fpazio  d  nel  tempo  g  ,  la  differenza  del  tempo  ,  íil^ 
cui  principiano  a  moveríi  íia  h  ,  e  la  diftanza  AB  fia  e  . 
Si  muovano  effi  in  primo  luogo  verfo  la  íleíla  parte  ,  e  ÍI 
raggiungano  in  D,  chiamata  adunque  AD  z:  x,  fará 
B  D  —  x  —  e.  Per  avere  l'equazione  fi  confideri ,  che  ef- 
fendo  data  la  differenza  del  tempo  dal  principio  del  moto 
del  mobile  A  ,  e  del  mobile  B  ,  fe  ritroveraíli  il  tempo  , 
che  impiega  il  mobile  A,ed  il  tempo,  che  impiega  il  mo- 
bile B9  e  che  al  tempo  minore  ,  cioé  a  quello  del  mobile, 
che  per  fecondo  íi  muove  ,  fi  aggiunga  la  data  differenza, 
dovranno  indi  quefti  tempi  eífer  eguali  ;  e  peró  con  Ia_. 
regola  delle  proporzioni  fi  dica  :  fe  il  mobile  A  fa  lo  fpa- 
zio c  nel  tempo/,  in  che  tempo  dovrá  defcrivere  lo  fpa- 
zio x  ?  cioé  c,f::xyú  quarto ,  e  fara  eífo  —  fx  ;  fimil- 

c 

mente:  fe  il  mobile  B  defcrive  lo  fpazio  d  nel  tempo  ¿\, 
lo  fpazio  x—  e  in  che  tempo  lo  ddcriverá  ?  cioé  d,g  : : 

x 
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x  —  e,  al  quarto  gx  —  ge,  é  adunque  il  tempo  del  mobile 

2 

J—fxy  ed  il  tempo  del  mobile  Bzzgx  —  ge ,  e  la  loro 

~7~  d 

differenza  h  ,  e  pero  fe  il  mobile  A  principia  a  muoveríi 
dopo  il  mobile  B  ,  fará  fx-h  h  ~gx  —  ge,  e  riducendo  al 

e  d 

común  denominatore  ,fdx  +.  chd—cgx—  cge,  cioé  cgx  — ■ 
fdxzzcbd+-ceg,  e  dividendo  per  cg— fd  ,  xzzcbd-h  ceg . 

Se  il  mobile  A  fi  muova  prima  del  mobile  B  ,  fará  /a;  — 

c 

¿7  h-     _  ge ,  e  riducendo  al  comune  denominatore,  fdx  — 

d  ~ 

cdh  -h  fg*  —  ceg  ,  cioé  —  fdx  ~  ceg  —  cdh,  e  dividendo 
per  cg~  fd,  x  —  ceg  —  cdh  .  Soflituendo  neU'efpreílione^ 

~cg—fd 

deltempototale,/.v4-  h  nel  primo  cafo  ,  ed  fx  nel  fecon- 

c  c 

do  ,  in  luogo  della  x  il  rifpettivo  valore  ritrovato,  averaífi 
eíTo  tempo  ,  che  fi  cerca  . 

Applicheró  le  formóle  a  qualche  efempio  .  Abbia  il 
mobile  A  la  velocitá  di  fare  <?  miglia  in  un*  ora  ,  il  mobile 
B  di  farne  15  in  due  ore  ,  e  fieno  lontani  l'uno  dali'altro 
18  miglia  ,  e  B  comínci  a  muoverfi  un*  ora  prima  di  A  ; 
fará  adunque  hzzi ,  f  ~  1 ,  c  zz  p  y  g~  2,^-15,?  =  18, 
c  pero  x  —  324  4-  135  —  153  .  Sollituito  quefto  valore  in_ 

18  —  ij 

luogo  di  x  ,  e  gli  altri  nell'efpreffione/* +.  h  del  tempo  , 

fará 
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fara  effo  =  18.  Adunque  fi  raggiungeranno  idue  mobili 
in  diftanza  dal  punto  A  di  153  miglia  9  dopo  1.8  ore  dal 
principio  del  moto  . 

Abbia  il  mobile  A  la  velocitá  di  fare  quattro  miglia^ 
in  un'ora  ,  il  mobile  B  di  farne  cinque  puré  in  uaf  ora-*, 
e  fieno  lonrani  uno  dall*  altro  6  miglia  ,  ed  A  cominci  a 
tnuoveríi  duc  ore  prima  di  B  ,  fara  dunque  h  —  29  f—  1, 
£  =  4,  g—i,dzz.y,e  —  6.  Prefa  la  formóla  del  fecondo 
cafo  3  fara  x  —  24^-40,  cioé  x  ~  16  ;  e  foftituiro  queíto 

valore  della  x  cogli  altri  nella  efpreflione  del  tempo  fx> 

c 

,  fara  effo  zz  4  .  Adunque  fi  raggiungeranno  i  due  mobili 
A  9  B  in  diftanza  dal  punto  A  di  fedici  miglia  dopo  quat- 
tro ore  dal  principio  del  moto . 

Ma  fe  i  due  mobili  fi  vengano  incontro;  fi  ünifcano, 
per  efempio  ,  nel  punto  M ;  adunque  chiamata  AM~x  , 
e  ritenute  le  denominazioni  ,  come  fopra  ,  fl  vadera  ]¿Ui 
fola  B  M9  che  fara  =  x9  ed  in  confeguenza  il  tempo 
del  mobile  B  per  correré  lo  fpazio  B  M,  che  fara  ge  —  gx . 

d  " 

Quindi  fe  A  principia  il  moto  dopo  del  mobile  B  >  fara 
f  x  +~  h  zzge  ~  gx ,  e  fe  comincia  il  moto  prima  ,  hvafx  — 

c  A  c 

h  -h  ge~gx>  le  quali  equazioni  fono,  la  prima/*/*  -f  cdh  — 

d 

cge  —  cgx  9  cioc  x  zz  cge  ~  cdh  3  la  fecond  1  fdx  —  cdh  +.  cge  — , 

cgx ,  cioé  x  —  cge  4~  cdh  . 

~l&*cgl:  Q  Abbia 
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Abbia  il  mobile  A  la  veiocita  capace  di  fare  fette  mi- 
glia in  due  ore  ,  il  mobile  B  di  farne  otto  in  tre  ore  ,  e_» 
fieno  lontani  Tuno  dall'altro  cinquanta  nove  miglia  ,  ed  A 
íi  muova  nn'  ora  prima  di  B  ,  fara  adunque  h  —  i ,/ —  2S 
czzj,g--^,  d~S,  e—  59,  e  peró  prefa  la  feconda  for- 
móla x  —  cge  -t-  cdh ,  e  foftituiti  i  valori ,  fara  x  — 1239+ 

cg  +  fd  n+-io 

cioe  #  —  35 .  S'incontreranno  adunque  i  due  mobili  in  di- 
íhnza  dal  punto  A  di  35  miglia  dopo  dieci  ore  dal  prin- 
cipio del  moto  ,  come  fi  vedra  foftituendo  nell'efpreflio- 
ne  del  tempo  totale,/*',  il  valore  ritrovato  della  x  ,  ed  i 

c 

valori  di/,  e  di  c. 

PROBLEMA  III. 

98.  Dtfta  la  majfa  della  Corona  del  Re  ¿ferone  mifla^. 
(Foro,  e  d' argento,  e  data  la  gravita  fpecifica  dell'  oro  , 
dell'  argento ,  e  della  Corona ,  fi  dimanda  la  quantita  dell* 
uno ,  e  dcll'altro  metallo  . 

Sia  la  maíTa  della  corona  ~m,  la  gravita  fpecifica' 

dell' oro  a  quella  dell' argento,  come  19  a  10  -7;  ed  alia 

fpecifica  della  corona,  come  19  a  17 .  Si  chiami  x  la  quan- 

titá  dell' oro,  ch'é  nella  corona,  e  peró  m  —  x  fara  quella 

dell' argento. .  La  mafia  divifa  per  la  deníltá,  o  gravita 

fpecifica  s'eguaglia  al  volume  di  un  Corpo  ,  dunque  il 

volume  della  corona  fara  m ,  quello  dell' oro  x  ,  quello 

17  i9 

dell' 
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dell' argento  w  —  x  ;  ma  il  volume  della  corona  é  egua- 


i 


le  ai  due  volumi  del? oro,  e  dell' argento,  che  la  com- 
pongono  ;  dunque  fi  avrá  l'ecjuazione  m~x+m—x  , 


17  19 

10  -— 


cioé  ,  ordinandola  ,  19—  10  tXat  —  17—  10 ~f  \m  ,  e_# 

ipXioT  17X10T 
pero  ^  =  <?-rXip«2»  o  fia  x—i.^om  ,  Quindi  poíbL, , 

8fXi7  221 
per  efempio ,  la  mafia  della  corona  di  cinque  libbre ,  fará 
la  quantitá  dell' oro  libbre  4e<5<í,  quella  dell*  argento  lib- 
bre  n  y . 
ni 

PROBLEMA  IV, 

$>p.  5>  due  pefi  fieno  táli  9  che  levando  dal  primo 
tina  libbra  ,  il  refio  fia  eguale  al  fecondo  accrefciuto  di  ' 
que/la  libbra  ;  ed  aggiunta  una  libbra  al  primo  9  e  tolta 
dál  fecondo  ,  fia  la  fomma  doppia  del  fecondo  diminuito  di 
quefta  libbra  y  fi  ricercano  i  pefi  . 

Si  chiarai  il  primo  peíb  —  x  ,  il  fecondo  -y  5  fará 
adunque  x  —  izz y+-'i  ,  per  la  prima  condizione  , 
x  +  i~y—  1 ,  per  la  feconda  .  Dalla  prima  fi  ricavi  il  va- 

lore  y~x—i  ,  il  quale:  foílituito  nella  feconda  da- 

Q  2  ra 
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ra  x+-i~x*~3,  e  peró  #  +■  i  —     —  6  >  cioé  x ^ 7  > 

z 

ed  in  confeguenza  jv=r5* 

PROBLEMA  V. 

ico.  Nel  dato  circolo  DCM(Fig.  25.)  data  laintercetta 
AB  fra  il  centro  ,  e  la  MB  condona  dálV  efir  emita  del 
diámetro  DM  perpendicolare  ad  AC3  fi  cerca  nella  tan- 
gente MO  il  punto  O  ,  onde  fia  il  rettangolo  di  OM  hi^ 
MB  e guale  al  rettangolo  di  D  M  in  AB. 

Si  chiami  AB-b,  AMzza ,  MO-x ,  fará  MB  = 

V  aa  —  bb  ,    e  per   la  condizione    del    problema^.  , 

xV aa~bbcz2ab ,  cioé  x~  lab  . 

Vaa  ~bb 

Dal  punto  D  íi  tiri  D  O  parallela  a  B  M ,  faranno 
íimili  i  triangoli  MBA,  DMO,  e  pero  MB,  BAwDM, 

MO;  cioé  i/aa  —  bb9  bV.ia,  M0=    lab    t$x . 

PROBLEMA  VI. 

10 1,  Dato  un  rettangolo  ,  (  Fig.  26.)  fi  cerca  wt^ 
pav  alíelo -grammo  ,  i  di  cui  lati  fieno  moltipli  in  data  ra- 
gione  dei  lati  del  dato  rettangolo,  e  Varea  fubmultipla. 

Sia  ABCD  il  dato  rettangolo,  AB—a  ,  BCzzb  , 
e  pero  Tarea  qs/'áb.i  II  parallelo-grammo,  che  li  cerca, 
fia  BFHG,  il  di  cui  lato  BF  debba  eíTere  ad  AB  ,  co- 
me 
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me  n  ad  e  ,  e  peró  BF=  an  ;  il  lato  BG  debba  eíTere 

a  £C>  come  ^ad^,e  pero  BG~bm;  e  finalmente  l'area 

BFHG  debba  eílere  al  dato  rettangolo  aby  come  *  ad  r  l 
Chiarnifi  BL~x,  e peró condotta  FL  nórmale  a  BG,  fará 

FL  2:  j/ ¿mee» —  #a? ,  adunque  il  paralielo  -  grammo  B  FH  Gy 
cioé  FL  X  ^G  fará  :zZw  ^/¿¿mw —  xx  I  il  quale^  poiché 

e  ee 

deve  eíTere  al  rettangolo  ABCDy  come  e  ad  r,  ci  dará 
T  analogía      j/ aann —  xxy  abw  e¡  r;  e  Vequaziono 

e  ee 

hmr  ^/aan  n — xxziab.  Liberando  dal  radicale,  fará  aann  — 

ee  ee  ee 

xxzzaae+i  cioé  xxzzaann —  aae*  y  e  cavando  la  radice  y 

mmrr  ee  mmrr 


x~izy  aann — aae*  . 

ee  mmrr 

Nel  lato  B  A  fi  prenda  B  I~  aee  >  ed  JAf—  an  ,  e  coi 

mr  e 

centro  /,  e  raggio  IM  fídefcrivaüfemicircolo  MLP\  fará 
l'ordinata  BL~^  aann —  aae 4 zz x%  e  dal  punto  L  alzando 


?m  «ri- 


la perpendicolare  LF=.BI,t  condotta  BF,  fi  prenda  jB  G  = 
bm3  e  compito  il  paralielo  -  grammo  BHFG>  fará  eíTo 

e 

-BGX  FLzzabe,  cioé  al  rettangolo  BADC—  aby  co- 

me 
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me  e  ad  r  ;  ed  il  lato  B F  fará  =  y  B L  +•  L  F-an,  le  quali 

cofe  appunto  íi  dovevano  fare . 

L'  eítrazione  della  radice  á  portata  1*  ambiguitá  de'  fe- 
gni,  e  peró  due  valori  dell* incógnita,  ed  in  confeguenza 
due  foluzionidel  problema;  ma  éfacileil  vedere,  chequeíU 
due  valori  fono  gli  ftefli,  né  richiedefi  altro  per  il  valore  nega- 
tivo ,  fe  non  che  íi  faccia  la  fteíTa  coftruzione  dalla  parte  di  B 
verfo  C. 

PROBLEMA  VII. 

102.  Infcrivere  un  Cubo  in  una  data  Sfera  . 

Sia  KQE  P  (Fíg.27.)  ilcircolomaífimo  della  sfera,  A 
il  centro,  ^Tilraggio  =  í3!  ,  AR  la  meta  dell'  altezza ,  o  fia 
del  lato  del  cubo  inferitto,  e  peró  facciafi  AR  —  x.  Per  lo  pun- 
to R  s' intenda  paíTare  un  piano  nórmale  zdAT,  ladicuico- 
mune  fezione  colla  sfera  fará  il  circolo  Q  NS  KFO,ed  il  qua- 
drato  in  quefto  circolo  inferitto  fará  una  faccia ,  o  fia  un  piano 
del  parallelepipedo  inferitto  alia  sfera;  ma  perché  il  paralele- 
pípedo" deve  eíTere  un  cubo,  converrá  adunque,  che  fia  G  R  zz 
S  N~NO,o  fia  AR-Rl-Wy€  che  in  oltre  i  pian  i,  da*  quali 
é  chiu.fo ,  fieno  tra  loro  in  angolo  retro .  Nel  circolo  KPEQ 

fará  V  ordinata  KR-RQ~^  aa  —  xx  ,q  prefa  RlzzRA- 
fará  K  X~V  aa— xx+-  x ,cálQ~^ aa  —  xx—x,e  nel  cir- 
colo NKOQ  l'ordinata  IQpV  aa—zxx ;  adunque 
faiá  l'equazione  \/ aa — ixx  —  *j  e  peí  ó  aqzz$xx,  ed  x  ~ 

¿  i/^.Prefa  JFeguúe  alia  terza  parte  del  raggio  AB,(n\  dia- 
T  me- 
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metro  Cy  ü  defcriva  il  femicircolo  CRV\  il  punto  R,  in 
cui  egli  taglia  il  raggio  AT ,  fará  il  punto  ricercato  ,  e_» 
fará  AR  ~Vaa  meta  del  lato  del  cubo  ,  dalla  parte  di  T 
3 

prefo  il  valore  pofitivo  ,  e  dalla  parte  di  Z  prefo  il  nega- 
tivo ;  quindi  prefa  AG—AR,  e  per  i punti  R}  G  tagliata 
Ja  sfera  con  due  piani  normali  ad  RG,  e  prefa  RHzz 
RIzzRA,  e  per  i  punti  1 ,  H  tagliata  la  sfera  con  due_» 
altri  piani  normali  ad  HI ,  e  con  altri  due  per  SN ,  FO 
normali  ad  NO  ,  fará  infcritto  il  cubo  .  Imperciocché  per 
la  coíiruzione  ,  come  é  chiaro  ,  i  piani  fono  tra  loro  nor- 
mali,  ed  eílendo  AR~RI—yaa,  fará,  per  laproprietá 

3   

del  circolo  KQEP,  l'ordinata  ILQ—Viaa 9  e  peró  TQ  ~' 

3 

l/iaa-yaa,  ed  10  =  1/K1XIQ  —  ^j^T  ed  m  confeguen- 

3         j  3 
za  tutti  i  lati  eguali  ;  il  che  ec. 

Dalla  coíiruzione  di  queíter  problema  ne  nafce  unru, 
aíTai  femplice  dimoílrazione  íintetica  .  Poiché  AV é  !a_. 
terza  parte  del  raggio  A  C,  fará  il  rettangolo  CA  V,  cioé 
il  quadrato  di  A  R ,  la  terza  parte  del  quadrato  del  raggio, 
e  perché  AR^zRI,  fe  dal  centro  A  della  sfera  fi  tirerá 
una  retta  A I  al  punto  7 ,  fará  il  quadrato  di  A I  doppio 
del  quadrato  di  A  R ,  cioé  due  terze  partí  del  quadrato  del 
raggio,  e  fe  dallo  íteíTo  centro  A  intenderaífi  condotto  un 
raggio  AO,  fará  il  quadrato  10  eguale  ai  quadrato  ^40 
meno  il  quadrato  AI,  cioé  eguale  al  quadrato  del  raggio 

me  no 


X 
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meno  duc  terze  parti  di  eíTo  quadrato  ,  e  peró  egualc  ad 
una  terza  parte  del  quadrato  del  raggio ,  ed  in  confeguen- 
za  10  eguale  ad  AR  ec. 

PROBLEMA  VIII. 

103.  Dati  i  due  circoli  concentrici  ACO  ,  BDH9 
( F/cr.  28. )  condurre  dal  punto  0  una  corda  tale  ,  che  ftcL~ 
OMzzDC. 

Sia  OCla  corda  cercata  ,  e  fia  Fil  centro  ,  FH—a% 
FO—b,ed  abbaíTata  la  perpendicolare  ME  ad  AO,  fia.. 

FE  —  se, ,  adunque  £ M  =  Vaa  —  xx,  EO  ~b ~-x,  e  pero 

OM  —  Yaa  —  2bx -+  bb .  Dal  punto  C  fi  conduca  CA  all* 
eftremitá  del  raggio  FA  ;  faranno  fimili  i  due  triangoli 

OEM,  OCA,  e  fará OM, OE ; :  OA ,  OC,  che  Vaa-rbx  +  bb, 
b  -  x  : :  ib,  0C-  2hb  —  2b  x,  raa  per  la  trenteíima  feíla 

\^aa  —  zbx  4-  bb 

del  terzo  d'Euclide  é  DOXOM-BOXOH,  e  peró 
DO,BO  t:  OH,OM,  cioé  DO  =  a  +  ¿X¿  — a,ed  in  con- 

^aa  —  j.bx  •+  bb 

feguenza  CD~  CO  ~  DO — bb  —  2bx+-  aazz  isbb—2bx+-aa9 

^a<i  —  ibx  +•  bb 

ma  per  la  condizione  del  problema  deve  enere  OMzz  CD, 

dunque  fará  Vbb  —  2bx  +~aa  —  \^bb  —  ibx  +•  aa  ,  equazione 
idéntica  ,  onde  fi  ricava ,  che  dovunque  fi  tiri  dal  punto 
0  la  corda  OC,  fará  fempre  QAf:=C£);  il  che  fi  conofce 

vero 
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vero  anche  conducendo  dal  centro  F  la  perpendicolare 
FL  ad  una  qualunque  corda  OC;  imperciocché  eífendo 
F  il  centro  dell'uno  e  dell'altro  circolo,  la  retta  FL  ta- 
glierá  per  meta  tanto  DM,  quanto  CO,  e  pero  fe  dalle_» 
eguali  LC,  LO  íi  leveranno  le  eguali  LD,  LM}  riman- 
gono  eguali  le  CD  ,  MO. 

PROBLEMA  IX. 

104.  Data  la  retta  indefinita  NZ  (  Fig.  2p.  ),  e  dati 
in  effa  tre  punti  N ,  A ,  K ,  Ji  ricerca  il  quarto  M  tale  , 
che  fia  N  M  terza  proporzionale  di  NK,  A  M  . 

Poiché  fono  dati  i  tre  punti  N,  A,  K,  Cía.  NA~a9 
NKzzb,c  chiamata  A  M—x  ,  fará  NM—a  +-  x  ,  adunque 
per  la  condizione  del  problema  avremo  b,  x::  x,  a  +-  x, 
e  ri.dotta  l'analogia  in  equazione,  xx—ab  +  bx  ,  o  fia_, 
xx  —  bx—ab,  che  é  una  quadratica  afFetta  .  Si  aggiunga— 
perció  all'uno,  ed  all'altro  membro  il  quadrato  della  meta 
del  coeficiente  del  fecond.o  termine,  cioé  bb,  e  fará  xx — 

bx+-bb—ab^~bb^%  ecavandolaradice ,  x  — b~  ±  y'ab  +-  bb? 

4  4   ;  P  4 

o  fia  x—b+z  V  4^4-  bb  . 

•    n  —  w ¿isi t BiBnib'io'I Bjjobnco  3  O  ~\%ol 

Sulla  retta  NZ  indefinitamente  prodotta  d'ambe  le 
parti  il  prendano  le  AR,AQ  eguali  ira  loro ;  ed  eguali 
ciafcuna  ad  NK  =  b,  ed  R F quadrupla  di  NA,  cioé  =40 , 

R  fará 
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fará  AF—^a^rb  ;  al  diámetro  FQ  11  defcriva  il  femicir- 

colo  FHQ,  fará  l'ordinata  nel  punto  A,  cioé  _4f__ 
_________ 

v  ¿\ab  +•  bb  ,  quindi  aggiunta  in  diretto  A  O  __  NK  =  £ ,  c 
divifa  OH  per  meta  in  S,  fará  OSz:^  isqab  +  bb^x; 

adunque  prefa  A  M—OS,  fará  M  il  punto  cercato ,  rifpetto 
alia  radice  poíitiva.  Ed  in  fatri,  defcritti  i  rettangoli  SM, 
AVy  MO,e  condone  le  diagonaíi  AI,  AE,poichb  O S=. 

b+-  vqab  +  bb,  ísnaAS=^^ab-i~bb  —  b9ed  il  rettangolo 

d'iOSXSA  fará  eguale  ad  ab ,  cioé  egiiale  al  rettangolo 
di  OAXAN;  adunque  i  latí  di  qneñi  rettangoli  faranno 
in  ragione  reciproca,  cioé  fará  O  A,  OS::SA,  AN,  vale 
a  diré  E  M,  M A:\1N,  NA  ;  adunque  faranno  in  diretto 
le  düe  IA ,  AE,cd  in  confeguenza  fimili  i  triangoli  IVE, 
_40£,eperó fará  AO,OE  ::  W,  VE  \  ma.AO  =  NK, 
OE  —  AM  ,  IV-OSzzAM,  VE  —  NM,  dunque  NK, 
AMw  AM,  NM;  ü  che  ec. 

La  fopra  polla  coflruzione  riguarda  il  folo  valore 
pofitivo  dell*  incógnita,  eflTendofi  prefa  la  radicale  affetta__ 
dal  fegno  pofitivo  ;  in  iimii  maniera  pero  íi  coflruifce  an- 
che il  valore  negativo  .  E  peró  deferitto  l'altro  femicirco- 

lo  F  h  Q ,  e  condotta  l'ordinata  Ab ,  fará  Oh — b  —  v  qab  +-  bb, 
quantitá  negativa,  e  divifa  Oh  per  metá  in  j-  ,  fará  Os  — 

b  —  v ¿\ab  +-bb—x  .  Adunque  la  st  é  quantitá  negativa, 
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e  peró ,  prefa da  A  verfo  F  la  Am  —  Os,  fará  m  l'altro  pun- 
to ,  che  fcioglie  il  problema,  Ioiperciocché  fará  As  — 

Ah  —  sh zz  —  b~  v^ab  +  bb3  e  peró  OsXsAzzabzz OA X 4N9 

z 

ádunque  fatto  il  rettangolo  Ns9  e  condotta  la  diagonale_> 
A  i ,  poiché  AsXsQzz  OA  X  <AN9  ed  ANzzsi ,  fará  Astsi:: 
AO,Os,c  peró  0x^:0^, ma Oí  ^^w,dunque  Ve  —  Nm.^ 
jna  per  i  triangoli  fimili  y?0í?,  i  Ve  abbiamo  A09  Oe  : :  iV9 
Fe,táb  AO-NK,  i V~ OszzOe-Am, adunque  fará  NK9 
Am  ::  A m,  mN,  il  che  ec. 

Senza  rifoivere  í'equazione  xx~-  bx  —  abzzo  del  pro- 
blema, fi  poteva  da  principio  cortruire  per  mezzo  del  nu- 
mero p4.  nella  legúeme  maniera  .  Si  prenda  (  Fig.  30, ) 
ROzzNKzzb }  ed  in  di  retro  ODzzNA^a,  e  ful  diámetro 
RD  fi  defcriva  il  femicircolo  RMD,  fará  l'ordjnata  OMzz 
váb  ;  Col  diámetro  OR.  fi  defcriva  l'altro  circolo  ARPO  , 
e  dal  punto  M  condotta  per  lo  centro  H  la  retta  MN,c 
prefa  AN~a9  NKzzb,  fará  il  valore  pofitivo  dell' in- 
cógnita ;  e  prefa  dalla  parte  di  A  verfo  iV  la  porzione_> 
'AmzzPMf  fokAmü  valore  negativo,  Ommetto  la  co- 
firuzione  della  ftefía  equazione  per  mezzo  del  num,  py, , 
perché  da  sé  é  troppo  chiara  . 


PRO- 
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PROBLEMA  X. 

105.  Dato  il  diámetro  ÁE  del  femicircolo  A  FE  (Fig. 
31.)  ,  e  date  le  due  porzioni  CB ,  CD  dal  centro  C,  ed  álzate 
Je  perpendicolari  DF ,  BH ;  nella  BH  prodotta  fi  dimanda 
il  punto  G  tale  ,  che  condona  al  punto  F  la  retta  GF,fia 
il  rettangolo  di  GF\FD  eguale  al  rettangolo  di  AC\BD. 

Si  conduca  FH  parallela  ad  AE,  e  fi  chiami  il  raggio 
CA-r,  CB-a,  CD-b,  fará  DF-Vr~r~^-bb-BH,  e  fia., 
HG-  x  .  Poiché  HF  ~  CB  +■  CD  —  a  4-  b,  fara  GF  = 

Vaa  +  2ab  -i-bb-h  xx,  quindi  per  la  condizione  del  pro- 
blema averemo  Vaa  4-  2ab  +-bb+-  xx  Vrr  —  bb  —  ar  +-br  > 
adunque  levando  l'afimmetría  ,  fará  aarr  +.  labrr  4-  bbrr— 
aarr  4-  2abrr  4-  bbrr  4-  rrxx  —  aabb  ~  zab  ?  —  b  4  —  bbxx ,  e_» 
riducendo ,  rrxx  bbxx  —  aabb  —  2ab 3  —  b  +—  o ,  cioé  — 
aabb  4-  2^3+-¿4  ,  e  peró  efiraendo  la  radice  ,  x  zz  £ 

f/aabb+-  2ab¡  4-       cioé  ¿vr:      4-  bb ,  ed  x~~-*ab~  bb, 

Deve  adunque  eíTere  la  a:  ,  che  fi  cerca  ,  eguale  alia  quar- 
ta  proporzionale  di  FD,  DC,  ed  FH ;  quindi  poiché  gli 
angoli  in  D  ,  ed  H  fono  retti  ,  fe  fi  faranno  gli  angoli 
GFH,  gFH  eguali  ciafcuno  all'  angolo  CFD,  faranno 
íimili  i  triangoli  GFH,  gFH,  CFD,  ed  i  punti  G  ,  g 
(  cioé  G  rifpetto  al  valore  poíkivo  ,  e  g  rifpetto  al  negati- 
vo )  foddisfaranno  alia  queftione  ;  imperciocché  fará  FG, 

(4) 
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(Fg)ad  FH  ::  FC,  FD,  ma  FH-BD s  FC=.¿C,  adun- 
que fará  G F  (gF)  a.BD  ::  AC,  FD,epetóGF  (#F)  in 
FD  =  BDXAC  ec. 

E'  facile  il  vedere  ,  che  rifpetto  al  valore  pofitivo  ba- 
tea condurre  FG  tangente  nel  punto  F ,  poiché  eífendo 
retti  gli  angoli  GFC,  HFD,  tolto  il  comune  HFC,  fa- 
ranno  eguali  gli  angoli  GFH,  CFD. 

PROBLEMA  XI. 

ío6.  Dalle  eftremita  della  data  AB  (  Fig.  32.  )  con- 
durre due  rette  AC ,  BC  in  modo  ,  che  facciano  V angola 
ACB  eguale  al  dato  GDP,  e  che  la  jbmma  de'  quadrati 
di  AC,  e  di  BC  fta  al  triangolo  ABC  nella  data  ragio- 
ne  di  4d  ad  3l  . 

Si  divida  AB  per  meta  in  E,  e  fi  faccia  EH  —  x, 
HC—y ;  adunque  ,  poiche  il  problema  é  determinato  , 
e  fi  fono  prele  due  incognite  ,  converrá  ritrovare  due 
cquazioni;  fia  EA  —  a,  fará  AH—a—  x,  HB  =a+-  x  ,  e 
per  ó  il  quadrato  di  A  C  fará  —aa  —  2ax  +  xx  +-yy  ,  il  qua- 
drato  di  CB  fará  —  aa+-iax+.xx4-yy,  ed  il  triangolo 
ACB—ay;  ma  per  la  feconda  condizione  del  problema  la 
fomma  di  quefti  quadrati  deve  eíTere  al  triangolo  ABCnzWi 
data  ragione  di  4¿  ad  a  ;  adunque  averemo  iaa  +•  ixx  •+ 
zyy,  ay::qd,  a,  e  pero  1' equazione  aa  ■+  xx  +-yy—  zdy . 
Deve  in  oltre  eííere  l'angolo  ACB  eguale  all'angolo 
dato  GDF,  e  peró  prodotta  PD,  fe  l'angolo  GD  P  é 

OKU" 
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ottufo ,  e  prefa  D  G  ad  arbitrio  ,  fi  tiri  G  F  nórmale  a 
PF,  fará  noto  l'angolo  GDF,  eíTendo  dato  l'angolo 
GDP  ;  e  perche  di  piü  é  nota  DG,  che  é  ftata  prefa 
ad  arbitrio  ,  faranno  date  le  due ,  DF  che  íi  ponga_.=¿, 
c  GF,  che  pongaíl  zrc;  adunque  condotta  dal  punto  ^4 
normalmente  a  BC  prodotta  la  ^íí,  dovranno  eílere_# 
fimili  i  due  triangoli  GDF,  ACI.  Ora  per  la  fimili- 
tudinede*  triangoli  BCH3  BAI,  íi  avrá  JIz:  zay  , 

BIzz    zaa+iax  ,  e  peró  C7=?  aa-rxx~yy  ;  adunque 

\/aa->f  zaxJr-  xx-\-yy  r  ai+.  "ax+.  xx+.  y  y 

dovendo  eíTere  CJ?  JI  ::  DF  ,  FG  ,  avremo 
aa  —  xx*~yy  ,  vay         \\b  ,  cjeperóla  fecon* 

y/aa^.  iax+.  xx+  yy  V ' aaj^  tax+  xx+.  yy 

da  equazione  zaby^aac  —  cxx  —  cyy. 

Per  eliminare  una  delle  due  incognite  ,  dalla  pri- 
ma ,  e  dalla  feconda  delle  due  equazioni  fi  caví  ( per 
il  num.  82,  )  ii  valore  del  quadrato  xx  ,  cioé  dalla  pri- 
ma ,  xx  —  idy — yy  —  aa ,  dalla  l'econda,  xx  —  aa  ~yy  —  zaby% 

c 

e  quinci  l' equazione  idy—yy~-aa~aa~-yy—2aby  ?  cioé 

c 

dyzzaa  —  aby,  o  fia  (  fatta  ab-f)  yziaa,  valore  delfcu 

c  d-t-'f 

y  dato  per  le  fole  cognite,  e  foílituito  quefio  valore  in 
luogo  della  y  nell' equazione  xx~2dy—yy^aa9  avrafli 
finalmente  xx  -  laad—  a*  —  aa ,  cioé  xx  ¿3  aadd-,  aajfi~  g*9 
H4"f  ~*  ' 
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c  peró  x  —  ^a^dd^-ff—aa,  valore  dato  per  le  fole_» 

d-hf 

quantitá  cognite  . 

Si  conduca  AK.  indefinita  3che  faccia  1* angolo K  A B 
eguale  al  dato  GDP,  e  dal  punto  E  fi  abbafíi  la  per- 
pendicolare  indefinita  E  M,  e  dal  punto  A  la  retta  A  L 
perpendicolare  ad  AK  .  Poiché  fatta  DR.  perpendico- 
lare  a  PD,  Pangólo  RDG  é  eguale  ali'angolo  DGF9 
fará  fimilmente  1' angolo  LAE  eguale  alio  fleíTo  DGF, 
ed  in  oltre  fono  retti  gl'angoli  E,  F;  adunque  faranno 
fimili  i  triangoli  LAE,  GDF,  e  peró  EL—ab—f, 

c 

AL  —  Vaa*-ff.  In  EL  prodotta  fi  prenda  LM~d9  e 
col  centro  L  ,  ragglo  L  M  fi  deferiva  un  circolo  ,  che 
taglierá        in  K;  poiché  1' angolo  K^L  é  retto  ,  fará 

l'ordinata  ^ÍX  —y/dd—  f~ aa  ,  quindi  fatta  EN-AK  , 
e  condotta  Af^í ,  e  ad  eíTa  parallela  la  NH  dal  punto 

N,  fará  ME,EA::NE,  E H; cioé a : : V del -f-aa, 

E  H— a  V  dd  —ff —  aa  —x.  Ció  fatto  ,  col  centro  L ,  e  col 

raggio  LA  fi  deferiva  il  circolo  OCQ,  e  ful  punto  H 
alzata  la  nórmale  CH,  fi  conducano  CA9  CB,  il  trian- 
golo  ACB  fará  il  ricercato.  Imperocché  ,  per  la  32.  del 
terzo  libro  d' Euclide  ,  1' angolo  ACB  é  eguale  ali'an- 
golo KAE,  cioé,  per  la  coítruzione,  eguale  ali'angolo 

GDP,  e  per  la  proprietá  del  circolo,  PC  —  i/OPXPQ  — 
df-hf-^-aa,  e  peró  HC-=  aa_  ,  e  facendo  il  calcólo  tro- 

djf-f  <*  *•/  ve- 

1É  i>-'*r 
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veremo  ,  che  la  fomma  de*  quadrati  di  AC ,  e  CB  c 
appunto  al  triangolo  ACB  nella  data  rag:one  di  4 i  ad 
a  ;  il  che  ec, 

II  íegno  ambiguo  dell'  equazione  finale  ci  di  due 
valori  eguali  della  x,  uno  pofitivo,  e  l'altro  negativo; 
fe  adunque ^EH  prefo  verfo  A  fi  confitera  pofiuvo  , 
fará  Eh  prefo  verfo  B  ed  eguale  ad  EH  il  valore  ne- 
gativo ,  che  ci  fomminiltrerá  la  fteíla  coltruzione  . 

E'  chíáro  ,  che  il  problema  fará  impoífibile  ogni 
qualvolta  non  fia  dd  maggiore  di  ff +,  aa  ,  cioé  L  M 
maggiore  ái  LA,  perché  allora  il  radicale  fará  imma- 
ginario , 

PROBLEMA  XII. 

107.  Da'o  (F*g,  33.  )  ti  femiclrcolo  BED  ,  e  nel 
diámetro  prodotto  dato  un  punto  A  ,  da  ejfo  condurre  una 
fecante  A  E  tale  ,  che  la  intercetta  G  E  Jia  eguale  al  rag- 
gio  C  B  ♦ 

Sia  CB  —  c,AB  —  b,AD  —  a>  ed  AG  —  x;  farádunque, 
per  la  condizione  del  problema ,  A  E  c  +.  x;  ma  per  fcu. 
trenteíima  fefta  del  terzo  d'Euclide  il  rettangolo  EAG  é 
eguale  al  rettangolo  DAB,  e  peí  ó  avremo  l'analogia  AE  t 
AD  ::  AB,  AG}  cioé  c+-  x9  a::b,  x,  adunque  fará  l'e 
quazione  xx  -hcx  —  ab,  che  é  una  quadratica  affetta,  ed  al 
folito  rifoluta  ci  dará  x  zz±f-^-L  Cc-hab—c. 

z 

Sulla 
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Sulla  retta  DA  prodotta  prefa  AR  —  AB  —  b,  ÍI  dc- 
fcriva  al  diámetro  RD  ii  fernicircolo  ROD,e  condotta 

l'ordinata  AO,  che  fará  —  váb\  nórmale  ad  AO  fi  tiri 

OM—~c,  fará  AMzz\/~cc+-áb\  quindi  col  centro  M9 
col  raggio  MO  fidcfcriva  il  fernicircolo  QOP  ,fará  AQzz 

V-^cc+-ab — c  ,  valore  pofitivo  della  x  ,  ed  AP  fará 
2 

=  f  *    +-  ab  +  Cj  e  peró  A  P  prefa  negativa  fará  il  valore 

t&tJncftr)  ^é'fo  "r'*ff?  Cí  i¿  H  i?  ^  ^^k\J^w^* .:-^r^^¡^^"*í"  v 
negativo  .  Adunque  fe  col  centro  ^í,  e  col  raggio  AQ 

fi  defcriverá  un*  arco,  taglierá  eíTo  il  fernicircolo  BED 
nel  punto  ricercato  G  ;  e  fe  nella  parte  inferiore  fi  deferí- 
verá  ful  diámetro  RHzzBD  il  fernicircolo  RGH,  Parco 
dal  medelimo  centro  A  col  raggio  AP  deferitto  lo  ta- 
glierá  nel  punto  ricercato  G,  che  fpetta  al  valore  negati- 
vo .  Imperciocché  eíTendo  EA  XAG^zDAX  AB>  cioé 

EA  Yy~cc+-ab—  cjzáb  y  fará  EA=         ab  y 

V-cc+-ab —  c 
4   

eperóEG  =  _j?¿___  „ ,  ,  cioé,  rídu- 

  .  4  — — 

i/~cc+-  ab  —  c 

4  — . 

cencío  al  común  denominatore,  EG— —  ¿t-hít  i/-¿r  + 

'  ■  —         4  7 

1 

V  JLcc+-ab —  c 

4  T 

S  e  ' 
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e  facendo  anualmente  la  diviftone,fara  finalmente 
come  deve  eíTere  . 

Lo  üeíTo  calcólo  procede  rifpetto  alia  coftruzione  del 
valore  negativo,  fervendoíi  del  rettangolo  HAR  inluogo 
di  DAB  . 

Anche  ílntetícamente  íi  puó  dimourare  la  foluzione 
del  problema  cosí . 

EíTendo  AO-RAD,  ed  EAG-DAB,  e  per  la 
cofiruzione,  AR—AB3  AQ—A  G|,  QP  —  BC,  MO  zz  MQ  , 

fara  AO^OM,  cioé  AM-EAG 4-  QM ,  cioé,  per  Ia_. 

quarta  del  fecondo  d'Euclide  ,  AQ+-2AQM-Í-Q  Af  = 

EAG-i-QM,  e  levato  il  comune  £M,fara  AQ  +  lAQM— 

EAG,  e  per  la  terza  dello  fteflo  libro,  A Q  +-  2  A £¿ M = 

EGA+-GA;  ma  AQ  —  AG,  dunque  fará  zAQM-EGA9 
cioé  AQ,  AGr.EG,  2QM3  e  peró  EG^zQMzzBC; 

il  che  ec, 

PROBLEMA  XIII. 

108.  Dati  due  archi  di  circolo  ,  e  le  tangenti  loro  , 
ritr ovare  cofa  fia  la  tangente  della  fomma  dei  due  dati 
archi  . 

Sieno  (F/g.8.)  i  due  archi  dati  AH,  HD  ,  e  le  tan- 
genti A  I=a,HK—b9i\  raggio  CA~r,h  tangente  della 

fomma  de'  due  archi  dati  fia  AB  —  x,  fará  CB  zzi/rr  +-  xx3 
gl-x/rv*-  aa,  CK-S/rr-^bb ,  ed  abbaíTata  la  D£per- 

pen- 
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pendicolare  a  CA9  e  DF  perpendicolare  a  CH,  per  la 
fimiliuidine  de*  triangoli  CBA9CDE  fará.  CE       rr  , 

ISrr  -t-  xx 

EDzz  rx  ,  e  per  la  fimilitudine  de*  triangoli  CKH, 
CDFy  fará  DF—  ¿r  ,  e  perché  fimili  puré  fono  i 
triangoli  CJI,  CEO,  DFO  t  averaffi  £0=    ar  , 

1^  rr  -i-  xx 

COzz  r  Vrr  +•  aa  r  DO-  b  V  r  r  +•  aa  ,  e  peró  averaffi 

V  rr  +*  xx  i/rr+m  bb 

1* equazione  E D~:E 0+0D9  cioé,    ar-       Jvrr^ ^ 

1^  rr  l^rr  -f.  ¿£ 

rx    j  o  fia        ar  zz  bVrr  -h  a¿  r  e  quadrando,  per 

V  yy^t  xx  y^  YY^r  xx  I^yy  4-  ¿¿ 

liberarla,  dai  radicali  ,  fará  rrxx  — ^  larrx  -h  ¿arr  ^ 

YY  +~XX. 

Ibrr+aabb  %  e  riducenda  al  común  denominatore,  e  to- 

i.  +*bb 

gliendo  i  termini  r  che  íi  elidono  ,  fará>*##— 2ar+x-» 
Zabbrrx*  aar  4  zzaabbxx*  bbr  +■  y  cioé        zar  *  zabbrrx^z 

r*~aabb 

bbr+  —  aar\  quadratica  affetta  ;  adunque  aggiunto  all* 
r*—aabb 

uno ,  ed  all'altra  membra  il  quadrato  delta  meta  del 
coefficieiue  del  fecondo  termine  ,  cioé  ii  quadrato 

2  di 
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di  —  ar*  —  abbrr  ,   fara   xx  —  2ar*  x  —  labbrrx  •+ 

r*—aabb  r^  —  aább 

aar  *    zaabbr  *    aab  4  r  4  r:  Wr+—  ¿¿r4       » t  iaabbr6+aab V+, 

r*-aabb  r*-aabb  r+-aabb* 

c  peró  cavando  la  radice  ,  e  riducendo  al  comune  de- 
norainatoreroraogeneo  di  comparazione,  x—  ar't—abbrr=. 

r+—aabb 

±  t/bbr 8  +■  2¿<3¿¿r s  4-  a 4  bbr 4  ;  ma  la  quantita  fotto  il  vin- 

 — -x 

r+  —  aabb 

coló  é  un  quadrato,  e  la  radice  c  br+^aabrr,  o  purc 

r4—  aabb 

T~br**~aabrr  ,  adunque  prendendo  in  primo  luogo  la  ra- 
r4~  aabb 

dice  poíitiva,  fará  x  =  0r4-H¿££rr+-  ¿afor-H^r4  ,  e  prefa^ 

r+  ~-aabb 

la  negativa  9  fara  x~ar++- abbrr— aabrr~  br+  ;  ma  nel 

r4  — ¿¿7&& 

primo  cafo  tanto  il  numeratore  ,  quanto  il  denomina- 
tore  fono  divifibili  per  rr^ab^  ed  il  quoziente  é  arr+brr9 

c  nel  fecondo  cafo  tanto  il  numeratore  ,  quanto  il  de* 
nominatore  fono  divifibili  per  rr  —  ab,  ed  il  quoziente 
é  arr  h  brr  ;  adunque  i  due  valori  dell*  incógnita  fono 

yy  +  ab 

*  e  rrX  I+T;  a?  25  rrXa^b  ,  il  primo  de'  quali  fervirá 
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per  la  tangente  della  fomma  degl' archi  dáti ,  ü  fecondo 
per  la  tangente  della  differenza  (  come  appunto  fi  tro- 
va fciogliendo  il  problema  in  quello  cafo  )  il  quale  va- 
lore fará  pofuivo ,  o  negativo  ,  fecondo  che  V  arco  5  o 
fia  la  tangente  a  fará  maggiore  3  o  minore  della  tan- 
gente b  . 

Ció  pofto ,  non  é  difficile  paíTare  alia  foluzione  gene- 
rale  del  problema  ,  cioé  dati  quanti  íi  vogliano  archi  con 
le  loro  tangenti ,  ritrovare  la  tangente  della  fomma  di 
tutti  quefH  archi ,  il  che  li  potra  fare  nella  feguente  ra  i- 
niera . 

Siéno  in  primo  luogo  tre  gli  archi  dati,  e  le  tangenti 
loro  fieno  Per  l'antecedente  foluzione  farárrX^ 

rr  —  ab 

la  tangente  della  fomma  di  due  archi, de* quali  le  tangenti 
fieno  a9  b\  fi  chiami  quefta  tangente  z  ,  e  peró  fará  z  = 

$r  X  a    h ,  ma  per  la  fteíTa  foluzione  fará  rr  X  z  4-  c  k- 

rr  —  ab  ri  ~*  zc 

tangente  della  fomma  di  due  archi ,  de'  quali  le  tangenti 
íieno  Z9  c  9  e  z  h  la  tangente  della  fomma  di  due  archi 

delle  tangenti  a  9  b%  adunque  rr)(z+-c  fará  la  tangente^ 

ir-—  zc 

clella  fomma  di  tre  archi  delle  tangenti  ¿,  b9  cr  e  fofti- 
tuendo  in  quefta  efpreííione  in  luogo  di  z  il  fuo  valore^» 

rr  X  a  +-  b  ,  avremo  la  tangente  della  fomma  di  tre  archi 

jt—  ab 

efpre£ 


I4i  INSTITUEIONI 

cfprefla  con  le  fole  tangenti  date  ar  br  cr  la  quale  fara. 

fi-X^+  b+-c  —  abc  .  Con  lo  fteíTo  artifizio  averemo  la_,. 

yr.  ■—  ab  — .  ac  —  be. 

tangente  della  fomma  diquattro  archi,  effendo  le  tangenti 
date  a  ,  b  , c  ,  /,  e  fará 

rr  X  arr    brr  +•  err  -t-frr  _  abe  —  abf _  acf  —  fof 

X  ^  r  —  ab  —  ac—af—bc  —  bfr-cf  +■  abef 
La  tangente  della  fomma  di  cinque  %  eflendo  le  tangenti: 
date  a  ;&9  c,f9gy  fari 

r*  X"+  t+-e+f+g  ~rrX,abc+abf+acf+*abg+bcf+acg-i-bcg+bff+afg+cfg+abcfg 
rrK  rr~ab-ac-af-agJ>c-bf-bg-cf-cg-fg  +abcf  ¿k-abeg  ^rabfg  -+acfg  -¥bcfg  % 

e  cosí  di  quant*  altri  archi  fi  vuole  ;  dalle  quali  cofe  ft  ca- 
va una  regola  genérale  per  formare  la  frazione  A  che  efpri- 
ma  la  tangente  della  fomma.  di  quanti  ft  voglia  archi  dati  % 
e  fará  que fta:: 

Per  formare  it  numeratore  della  frazione  íl  prendario 
le  fomme  di  tutti  i  poifibili  prodotri  di  numero  difpari  „, 
che  fi  polTono  fare  colle  tangenti  date ,  per  «efempio  ,  fe 
le  tangenti  fono  fette ,  fi  prenda  la  fomma  di  tutte  queftc 
tangenti  ,  indi  la  fomma  di  tutti  i  terni ,  che  fare  íl  poíTo- 
no  ,  poi  la  fomma  di  tutte  te  cinquine ,  e  finalmente  il 
prodotto  di  tutte  fette;  quefte  fomme  íl  moltiplichino  per 
tanta  poteftá  del  raggio ,  quanta  a  ciafeuna  fabifogno, 
perché  fieno  di  dimenfione  maggiore  dWunitá  del  nu- 
mero delle  tangenti  date  ,  ed  a  queíle  fomme  11  prefigga 

alter- 
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alternativamente  il  fegno  +-  e  —  ,  cioé  alia  fomma  di  tut- 
te  il  fegno  +-  alia  fomma  di  tutti  i  terni  il  fegno  — ,  e 
cosí  di  mano  in  mano  3  e  fará  fatto  il  numeratore  . 

Per  formare  il  denominatore  fi  prenda  il  quadrato 
del  raggio  5  indi  la  fomma  di  tutti  i  prodotti  di  numero 
pari  ,  che  li  poflbno  fare  colle  tangenti  date  ,  cioé  tutti 
gli  ambi tutti  i  quaderni  ec.  ,  quedo  quadrato  del  rag- 
gio,  e  la  fomma  di  tutti  gli  ambi  ¿  di  tutti  i  quaderni  y  di 
tutte  le  feftine  ec.íi  moltiplichino  in  tanta  poteüa  del  rag- 
gio, quanta  a  ciafcuna  fa  bifogno  ,  perché  íieno  di  dimen- 
íione  eguale  al  numero  delle  tangenti  date  ..  Al  quadrato 
del  raggio  fi  prefiggá  il  fegno  +-  3  a  tutti  gli  ambi  il  fe- 
gno —  .3  á*  quaderni  il  fegno  +•  ,  e  cosí  alternativamente^ 
e  fará  fatto  il  denominatore  . 

La  regola  per  fapere  quanti  fieno  tutti  gli  ambi , 
terni  ec.  poílibili  ái  un  numero  .di  quanritá  date  íará 
quefta  z 

Si  feriva  il  numero  delle  quantitá  date  ^  indi  fi  pro- 
feguifea  la  ferie  decrefeente  de' numeri  naturali  ;  fotto  eíE 
numeri  per  ordine  fi  feriva  la  ferie  créfeente  de*  numeri 
mturali  cominciando  dalhunitá  ;  pofeia  fi  faccia  ñ  prodot- 
to di  tanti  termini  della  ferie  di  fopra quanto  h  l'indíee^ 
della  combinazione che  ¿1  vuol  fare ;  :fi  faccia  puré  il 
prodotto  daltrettanti  termini  della  ferie  di  fotto  .9  e  fi  di- 
vida un  prodotto  per  Taltro il  quoziente  fará  il  numero 
cercato  •  Cosí  per  fapere  quanti  ambi  ¿  terni  ec.  íi  pollón© 

fane^ 
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fare^per  efempio,  di  chique  quantitá,  íifcciva  5,  4,  3,  2,  ti 

h  2,  3,  4*  5* 

II  prodotto  de'  due  primi  numeri  della  ferie  di  fopra^ 
c  20  ,  che  divifo  per  U  prodotto  de'  due  primi  numeri 
della  ferie  di  fotto  da  di  quoziente  10  ;  e  peró  10  faranna 
gli  anibi  .  11  prodotto  de'  primi  tre  termini  é  60  y  che  di- 
vilo  per  il  prodotto  de'  primi  tre  termini  di  fotto  ,  cioé 
per  6  ^  da  di  quoziente  10  y  e  peró  faranna  io  i  terni  ec. 

Dalla  foluzione  di  queílo  Problema  fi  cava  ,  com^ 
corollario,  la  foluzione  di  un'altro  piü  femplice  ,  cioédata 
la  tangente  di  un'  arco  ,  ritrovare  la  tangente  di  un'  arca 
moltiplo  fecando  un  quajunque  dato  numero  ;  imperoc- 
ché  in  querto  cafo  bafta  fare  tutte  le  tangenti  date  eguali 
tra  loro  3  ed  eguali  alia  tangente  deli'  arco  dato  .  Sia  per 
efempio  la  tangente  deli' arco  dato  =  a9  e  fi  cerchi  la  tan- 
gente dell'arco  doppio ,  triplo  ec.  Nclla  formóla  ,  che  ab* 
biamo  ritrovata  per  la  tangente  della  fomma  di  due  ar- 
chi  dati  ,  in  vece  della  latera  b  fi  ponga  fempre  a  ,  ed 
avremo  la  formóla  o  efpreíUone  dell'  arco  doppio  zarr  * 

rr  —  aa 

Nella  formóla  per  la  tangente  della  fomma  di  tre  archi 
dati  in  vece  di  b  ,  e  di  c  íl  ponga  per  tutto  a  9  ed  avre- 
mo l'efpreffione  dell'arco  triplo  $arr~  a*.  Símilmente 

rr  —  \aa  \ 

delParco  quadruplo  fará  ^ar^—^alrr 

 .  y 

deli' 
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delP arco  quintuplo  far$  $ar* — ioa  *  rr  +  a s ,  e  cosí  file- 
ro—  loaarr  +■  J¿4 

cefíivamente . 

Quindi  II  puó  formare  la  feguénte  progreffione,  o  Ha 
canone  genérale  per  la  tangente  d'  un*  arco  moltiplo  fe- 
condo un  qualunque  numero  intiero  n 

 r   ¿r   Ir   a%  — - —  r    a7  ce, 

i  •     3  1.1.3  .4.5*  i .  z . $ .4. 5 . 6.7 


1 .  í  1 . z .  5 .4  1.1.3.4.5.6 

Ritrovata  la  tangente  di  un' arco  moltiplo  fecondo 
un  qualunque  numero  intiero,  fácilmente ÍI fcioglie  il  pro- 
blema inverfo;  cioé,  data  la  tangente  di  un*  arco,  ritro- 
vare  la  tangente  d'  un'  arco  fubmultiplo  fecondo  un  qua- 
lunque numero  intiero  ,  vale  a  diré  dividere  un  qualun- 
que arco  ,  o  angolo  in  quante  partí  ü  vuole  eguali  .  Im- 
perocché  fia  la  tangente  delParco  dato  ¿,  ed  n  il  numero  f 
fecondo  cui  fi  vuole  Parco  fubmultiplo ,  íi  prenda  la  tan- 
gente ritrovata  per  Parco  múltiplo  per  lo  numero  n  , 
Iuogo  di  a  íi  ponga  x  ,  e  cosí  x  fará  figura  di  tangente^ 
dell'arco  fubmultiplo.  Quefta  tangente  dell'arco  múltiplo 
é  adunque  eguale  alia  data  b  y  onde  ÍI  avrá  Pequazione  , 
che  fi  cercava  per  la  incógnita  x  . 

EíTendo  adunque  data  la  tangente  b  5  il  raggio  r , 
fará  Pequazione  della  tangente  per  Parco  fubtriplo 
x*  —  $bxx — 3 tyx  +•  btv  izo  y  per  Parco  fubquintuplo  fará 
x*  —  $bx* —  \orrxl  +-  íobrrxx  -h  fr^x —  br*zzo  ec. 

T  PRO- 
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PROBLEMA  XIV. 

iop.  Ritrovare  un  tr ¿angola  ALO  (  Fig.  34.  ),  i  di 
cui  lati  AO,  LO,  AL,  ed  il  perpendicolo  LI  Jieno  in 
geométrica  continua  proporcione  . 

Si  prenda  ad  arbitrio  un  lato  ,  per  efempio,  AL^za, 
e  fia  O  L  =  x ,  fará  per  lacondizione  del  problema  AO  —  xx, 

a 

ed  LIzzaa,  e  peró  AI—  y/ aa  —  a*9  edIOzz  ^  xx — a4; 

X  xx  »x 

adunque^I-t-  10  — AO, cioé  y/ aa — aA-f~  y/  xx —  a4— xx, 

xx  xx  a 

o  fia  xx —  y/xx  —  aa—  j/ az  —  a*  ,  e  quadrando  , 

a  xx  xx 


x*  —  2xx  y/ xx  —  a*  +•  xx  —  a*  —  aa  • —  ¿4  ,  cioé 

aa  a  xx  xx  xx 

x**-xx  —  aa  —  2xx  i/xx—a*,  e  di  nuovo  quadrando 

aa  a  xx 

x '  +-  zx6 -t-x*  — 2x 4 — zaaxx  +-a*  —  4x6  — ^aax x, e  final- 
a*    aa  •  aa 

mente  riducendo  al  común  denominatore ,  ed  ordinan- 
do l'equazione,  fará  x* — 2a* x6 — a4#4+- la6  xx  *-a*  —  os 
la  quale  fembra  eílere  dell'ottavo  grado  ,  ma  fe  il  of- 
ferverá,  ch'ella  é  un  quadrato ,  fatta  l'eftrazione  della_, 
radice  ,  íi  trovera  x* — aaxx  —  ai'—oi  che  é  una  qua- 
dratica  affetta ,  e  pero  trafportato  all*  altra  parte  il  ter- 
mine a4 ,  ed  aggiunto  ad  arabi  i  membri  dell*  equazio- 

ne 
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nc  aA ,  ed  eftratta  la  radice  colla  folita  regola  delle  qua- 

dratiche  affette,  fará  xx — aa  SJ  ¿z  ^5 'a  4 ,  cioé  at.v  m  ¿ajri^a*, 

r  2  "  *  2 


e  finalmente 


p/aaí:  t^5¿?4 


Quattro  adunque  far atino  i  valori  della  noflra  incó- 
gnita ,  ma  íi  avverta  ,  che  la  quantitá  v^a 4  é  maggio- 
re  di  aa  ,  e  peró  fe  fl  prenda  la  radicale  V  5a*  nega- 
tiva 9  cioé  — 1/53+ ,  la  quantitá  fotto  ii  vincolo  radicale 
comune  fará  negativa  5  quindi  il  valore  della  x  imma- 
ginario  9  e  peró  due  valori  faranno  immaginarj  ,  cioé 


x~±:  i/ aa —  v  5#4:eduereaIL  cioé  xtzt:  \/aa+-  v  sa** 
y    y   í — 1 

2  2 

ambi  eguali ,  ma  pofitivo  Puno  ,  e  negativo  l'altro. 

Sull'indefinita  AQ  íi  prenda  AL  —  a¡  LCzza  1/5,  e 
CB  —  a  9e  defcritto  fui  diámetro  AB  il  femicircolo  AFB9 

fi  erigga  la  perpendicolare  CF,  fará,  per  la  proprietá  del 
circolo, CF—  yaa  +  aav^  —  x .  Divifa  per-meta  AC'm  H, 

col  centro  A,  raggio  AH^za^  V^aa—xx  fi  defcriva^ 

O  C\  S .  ( )fo:*n^  cíír,  sífiíj^  á  V  u  rr 
T  arco  HO  ,  dal  punto  L  fi  tiri  L  O  =  CF,  e  terminata  all* 
arco  HOj  e  fi  conduca  ^O,  e  la  perpendicolare  L I9  fará 
j4 LO  il  triangolo  ricercato.  Imperocché  eíTendo  AL~a9 

LOzzxzzy/aa^aa\/^9  AOzzAHzzxx  —  a+~  ^  $aa,  fará 

2  a  X 

T  2  .¿O, 
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A09  LO::LO,  LA.  Ma  i  due  quadrati  di  AL,  e  di  LO 

prefi  afíleme,  cioé  aa.±  aa^aaW  ^  ,  fono  eguali  al  qua- 

drato  di  ^0,  cioé  600+.  2^1^ 5^,  adanque Pangólo  u4L0 

1         *  \w  v<m  i¿     \¡  „  m  síTí^Tiií^rííi 
é  retto,  e  pero  fará  ^ÍO,  LO  ::  AL,  LI ;  ma  perché  c 

pure^O,  LO::LO,  L^,fauáanche  LO,  LA::LA,  L7, 

il  che  ec.  L'altro  valore  negativo,  che  e. eguale  al  poíiti- 

vo,  fervirebbe  per  la  coftruzionealdi  fotto della linea  AB. 

PROBLEMA  XV. 

110.  Dividere  in  tre  parti  eguali  un  dato  angolo  '« 

Tre  caí!  comprende  il  propofto  Problema  ;  l'uno 
quando  1' angolo  dato  fia  retto  ;  l'altro  quando  fia  ottufo; 
ed  il  terzo  quando  fia  acuto . 

In  primo  luogo  fia  (  Fig.  35. )  l' angolo  retto  MAB, 
che  fi  íupponga  divifo  in  tre  parti  eguali  dalle  rette  AC , 
AD,  e  fia  AB  —  a,  ed  alzata  in  B  la  perpendicolare  BC9 
prodotta  incontri  in  D  la  AD,  e  dal  punto  O  fi  conduca. 
DM  parallela  ad  AB  ,  e  fi  chiami  BC-X,  fará  AC  ^ 

V aa  •¥>  xx  j  ma  poiché  1' angolo  CAD  deve  éíTere  eguale_» 
all' angolo  DAM}  e  per  le  parallde  AM,  BD  1' angolo 
DAMh  eguale  all' angolo  A  DC,  faranno  eguali  gli  an- 

goli  CDA,  CAD  ;  e  peró  C D-CA±V aT+xx ,  quíndi 

B  D  =■  x  +-  V  aa  +-  xx  .  Ma  devono  eíTere  in  oltre  eguali 

i  due 


1 
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i  due  angoli  BAC,  CAD,  o  fia  CDA,  e  peró  ne'  due_* 
triangoli  BDA,  CAB  fará  l'angolo  CAB  eguale  apangó- 
lo BDA ,  e  l'angolo  B  reno  é  comune  ,  adunque  anche_» 
il  terzo  BCA  —  BAD,  e  pero  íimili  i  triangoli ;  quindi 

averemo  AB,  BC::  BD,  AB,  cioé  a,  x  ::  x+-  ^aa  +-  xx, a, 

e  pero  l'equazione  aa~xx  +-  xVaa+-  xx,  e  traíportando 
il  termine  Aw,equadrando,fará  ¿wat *•+  x+=a*— 2aaxx+  a?+, 

cioé  $aaxx—a*,  e  finalmente  at  =  ±;K^. 

3 

Si  producá  ^5  in  5",  onde  fia  BS—ABzzaj  ful  dia- 

~7~  3 

metro  AS  fi  defcriva  il  femicircolo  ACS,  l'ordinata  BC 

fara  -=y/aa—x.  Condona  adunque  ACú  punto  C,  e  pre- 
3 

fa  CD  ~AC,  e  condotta  ADy  fará  il  dato  angolo  divifo 
in  tre  parti  eguali .  Imperocché  eíTendo  B  C=y/aa ,  fará 

T 

A  C -/ £[aa  -  CD  ,  ed  A  D  =  ^AB  +  BD  - 
3 

/^¿^ 4.  5<33  +•  2^4^  —  2^,6  pero  AD,AB  ::  ia,a::  2,  i; 
3  9 

eDC,CB  nj/qaa, }/aa  ::  2,  i  ,  cioé  nella  medefima». 
3  3 

ragione  di  ^ÍD,  ^B;  adunque  ,  per  la  terza  del  fefio 
d'Euclide  ,  l'angolo  BAC-  CAD,  e  per  eíTere  CD-CA, 
fará  puré  l'angolo  CAD  — C  DA  — DA  M,  il  che  ec. 

I! 
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II  valore  negativo  ,  che  al  pofitivo  é  eguale  3  fervi- 
rebbe  per  la  divifione  ddl*  angolo  mAB. 

Sia  Pangólo  BA  M  ottufo  (Fig.  $6.)  ,  condotta  paral- 
lela  ad  AM  la  BD,  e  fatto  il  reíto  come  fopra  ,  G  tiri 
A  R  nórmale  a  B  D .  Poiché  l'angolo  ABD  é  noto  ,  per 
eíícre  il  fupplemento  del  dato  MAB,  e  l'angolo  li  é  rej¿- 
to  ,  ed  é  data  la  A  B  ,  íará  puré  nota  ancora  la  B  R ,  che_» 

fi  chiami  =?  b ,  e  peró  ^  2?.  —      —  bb  r  CR  —_x~byA  Czz 

Vaa—  2bx  +~  xx  —  CD\  BD^x  +■  Vaa-*  ibx-^xx ,  quin- 
di  per  i  triangoli  fimili  ABC,  ABD  fará  JE,  BCr.  B D, 

BJ,  cio£  ¿i y  x  *'  x  +■  Vaa  —  %bx  +-  ata?,  ¿7,  vale  a  dire_* 

^  =  a;a?  -h  xVaa  —  ibx  +-  a-a-  ,  e  levando  l*aíimmetria_. , 
zbx1  —  $aaxx  4-  íz4=o,  equazione  folida  del  terzo  grado, 
che  per  ora  fi  lafeierá  da  me  intatta  . 

Sia  finalmente  l'angolo  BAM  acuto  (Fig.  37.) ,  Ia_» 
perpendicolare  dal  punto  A  a  DE  prodotta  cadera  al  di 
fotto  del  punto  B  in  i? ,  e  pero  fará  R  C—  b  +•  x  ,  ^ 

5;  k'tftf  4-  2¿w  +  ata*  ,  quindi  ripetuto  lo  fteíTo  difeorfo  del 
cafo  antecedente, averaífi  l'equazione  ibx 3  +.  ¿aaxx  -wj4:=x>, 
diverfa  dall' antecedente  folo  ne'  fegni  ec, 


CAPO 
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CAPO  III. 

Ddla  cojlruzione  de'  luoghi ,  e  de9  Problemi  indeterminati , 
che  non  eccedono  il  fecondo  grado  . 

ni.  C>Ofa  fieno  i  problemi  indeterminati,  e  come  efig- 
gano  le  due  incognite  fi  é  veduto  al  nura.84.  Dal  variarft 
adunque  in  infiniti  modi  il  valore  di  una  deile  due  inco- 
gnite ,  in  altrettanti  infiniti  modi  puré  íl  variano  i  valori 
dell'altra  ,  quindi  chiamanfi  eíle  le  variabili  dell'  equazio- 
ne  o  del  problema  ,  e  la  reláziórie  loro  o  fia  la  legge  , 
che  ofTervano ,  viene  efpreíla  dall'  equazione  .  Per  tanto 
Tequazione  bx  —  ay  ci  fa  fapere  ,  che  variandofi  la  x  ,  fi 
varia  altresi  la  y  ,  ma  con  tai  legge ,  che  la  íteíTa  x  abbia 
fempre  peló  ú\¿  y  la  cortante  rag;one  della  a  alia  b;  Cosí 
l'equaz'one  abzzxy  efprime  la  legge,  che  il  prodotro  djlle 
due  incognite  fia  fempre  cortante  ,  ed  eguale  al  proiorto 
di  a  in  b  ;  L'equazione  ax  —yy  efprime  ,  che  il  quadrato 
della  y  debba  fempre  eílere  eguale  al  rettangolo  dclla  x 
nella  cortante  a  ,  e  cosí  di  tutte  Pakre  fi  difeorra  . 

1 12.  Una  delle  due  incognite  ,  per  efempio  x ,  deve 
avere  origine  da  un  punto  fiflb  ,  e  fi  prenda  fopra  una-, 
retta  indefinita ,  indi  fe  Aflato  per  querta  un  determinara 
valore,  dall*  efiremita  fi  alzi  un*  altra  retta  nell*  angolo 
dato  del  problema  ,  e  fi  prenda  di  tale  grandez/a  ,  di 
quanta  deve  eíTere  l'altra  incógnita  y  per  la  natura  dcii' 

cqua- 
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equazione  relativamente  al  valore  fiflato  per  la  se ,  e  ci& 
fi  vada  replicando  per  ogni  vario  valore  ,  che  fi  aíTegni 
alia  x  ;  la  linea  ,  che  paíTerá  per  le  eftremitá  di  tutte  te»» 
y  ,  íl  chiama  il  luogo  dell*  equazione  .  La  incógnita  ,  che 
dal  punto  fiflb  íi  prende  fulla  retta  indefinita ,  fi  dice  l'Af- 
fiíTa  ,  e  l'altra  in  angolo  l'Ordinata  j  ed  ambe  afíleme  di- 
coníi  ie  Coordínate  dell' equazione  . 

Fatta  adunque  ,  rifpetto  all'  equazione  bx  =:  ay,  full* 
indefinita  AM(Fi%.  38.)  la  AB  —  a,  ed  alzata  in  qualun- 
que  angolo  la  B C  —  b,  fe  fi  prenda  xzzAD,  fará  la  quar- 
ta  proporzionale  parallela  slBC,  cioé  DE~y;  e  prefa-» 
x  —  AFy  fará  FG—y;  prefa  x  =  AK,  fará  KH—y9  e  cosí 
d'infinite  altre  ,  e  la  linea  ,  in  cui  trovanfi  tutti  gl'  infiniti 
punti  C,E,G,Hec.  in  quefto  modo  determinati ,  fará 
il  luogo  dell*  equazione  bx  —  ay* 

Nella  fteffo  modo  rifpetto  all' equazione  ax—yy  (Fig. 
39.)  fe  fi  prenda  x—  AB,  e  BC  eguaie  alia  Vax,  cioé  me- 
dia proporzionale  fra  AB,  e  la  data  a  ,  fará  BC~y  ;  e_> 
prefa  xzz  AD,  e  DE  media  proporzionale  fra  A  D,  ed  ¿z, 
fará  DEzzy;  prefa  xzz.AG,t  GF  media  proporzionale 
tra  AG  ed  a  ,  fará  GF^zy  ec. ;  ed  i  punti  C,  E  ,  F  ,  ed 
altri  infiniti  in  fimil  modo  determinati  formano  la  linea.. 
ACbF,  che  é  il  luogo  dell* equazione  ax-yy  , e  medeii- 
mamente  s'intenda  d'ogni  altra  equazione  . 

113.  Dalla  diverfa  legge  ,  che  efprime  l*equazione_*, 
cioé  dalla  diverfa  relazione  ,  che  tra  fe  ánno  le  due  inco- 
gnite  ,  diverfe  nafcono  le  linee  e  di  genere  ,  e  di  grado  , 

o  fia 
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o  fia  i  luoghi  di  modo,  che  é  facile  a  vedere  ,  che  il  luo- 
go deir  equazione  bx—ay  fará  una  linea  retta  ;  impercioc- 
ché  avendo  la  y  alia  x  una  cortante  ragione  ,  per  eüere_* 
yzzbx,  una  qualunque  ED  (Fig.  38.)  fará  ad  AD,  come 

una  qualunque  alira  FG  zdAF,  e  peró  fimili  faranno  i 
triangoli  AED,  AGF;  il  che  verificandofi  di  qualunque 
altro  punto  H  ec.  bifognerá  ,  che  per  necefíitá  eífi  punti 
fieno  in  una  retta  linea  .  Ma  l'equazione  ax  —  yy  efigge_» 
non  giá  ,  che  (Fig.  39.)  le  BC,  DE  ec. ,  ma  bensi  i  loro 
quadrati  abbiano  una  cortante  ragione  alie  corrifpondenti 
AB ,  A  D  ec. ,  onde  é ,  che  non  faranno  in  una  retta,  ma 
in  una  curva  i  punti  C,E,  F,  ec.  Cosí  una  curva  di  ge- 
nere da  quefla  diverfb  farebbe  il  luogo  dell*  equaziono 
xy—ab;  ed  una  curva  di  genere,  e  di  grado  diverfo  il 
luogo  di  quert*  altra  al~ #3— jy3,  ed  altre  infinite  . 

1 14.  Qualunque  volta  l'equazione  non  contenga  in_. 
alcun  termine  né  il  quadrato,  o  potertá  maggiore  dell'una 
o  dell*  altra  incógnita,  né  il  prodotto  di  eíTe  ,  il  luogo  fará 
fempre  una  linea  retta  , 

115.  E  quando  nell' equazione  vi  fia  il  quadrato  dell' 
una  o  dell*  altra  ,  o  d'ambe  le  incognite  ,  o  il  rettangolo 
loro  ,  o  puré  e  quelli ,  e  querto  ,  comunque  fiafi  ,  raa^ 
pero  neflun  termine  contenga  potertá  maggiore  del  qua- 
drato di  eíTe  incognite  y  o  prodotto  maggiore  del  rettan- 
golo ;  vale  a  diré  ,  in  neíTun  termine  le  incognite  o  fole  , 
o  aífieme  mohiplicate  eccedano  la  feconda  dimenfione  , 

V  il 
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il  luogo  fará  ftmpre  una  delle  Sezioni  Coniche  d'Apollo- 
nio  .  Né  meglio  li  potranno  dimoftrare  queftc  veritá  , 
quanto  col  coflruire  attualmente  tutte  le  varié  equazioni 
di  tal  natura  . 

116.  Le  equazioni,  che  contengono  le  incognite  ad 
una  fola  dimenfione ,  cioé  i  luoghi  alia  linea  retta,  fi  chia- 
mano  luoghi  ,  o  linee  del  primo  ordine  ,  quelle  che  6 
fole  ,  o  aflieme  moltiplicate  1c  contengono  a  due  dimen*- 
íioni,  cioé  i  luoghi  alie  fezioni  coniche,  fi  chiamano  luo- 
ghi o  linee  del  fecondo  ordine  ,  e  perd  curve  del  primo 
genere  ;  fi  dicono  linee*  o  luoghi  del  terzo  ordine,  e  peró 
curve  del  fecondo  genere  quelle  equazioni ,  nelle  quali  1c 
incognite  afcendono  alia  terza  dimeníione  ,  e  cosí  fuccef- 
fivamente  . 

1 17.  E  quanto  ai  luoghi  alia  linea  retta  ;  fi  compren* 
dono  efii  tutti  fotto  quefte  equazioni 

y  —  ax 
y  —  —  ax 

y  zz  a  x  ■  +■  c 

y  —  —  ax  —c  v 

"T"-  '  '  %  \  .  •  s  .  í 

y  —  ax  ~  c 

y  ~  —  a  x  c 

-giac- 


A  N  ALITICHE.  155 

giacche  con  la  moltiplicazione  >,  e  dlvifione  fi  puó  fempre 
ridurre  la.  y  ad  eíTere  libera  da  frazioni ,  e  coefficienti . 
Per  a  s'intenda  l'aggregato  di  tutte  le  quantitá  note  ,  che 
•:.      hrú        .     "    '  '  '         •  •  -   .  -  •  :C)3 

nioltiplicano  la  x ,  e  per  c  l'aggregato  di  tutte  Ic  quantiti, 
che  formano  il  termine  cortante  . 

Per  cortruire  le  prime  due  ;  fulla  A  D  indefinitamen- 
te prodotta  d'ambe  le  partí  fi  prenda  AB  —  b,  e  fi  alzi 
BC=  a,  (Fig.  40. )  che  faccia  l'angolo  ABC ,  che  devono 
fare  le  due  variabili  del  problema ;  per  i  punti  A  ,  C  fi 
conduca  una  retta  indefinita  HE,  fará  eíTa  ii  luogo  delle 

due  equazioni y  —  ax^y—-* ax;  imperciocche  prefa  una^ 
T  T 

qualunque  AD—x,  e  condotta  DE  parallela  aBC,  fará 
D E~ax—y,c  prefa  A  F  £  —  x ,  e  condotta  F H  parallela 

b 

a  B C,  fará  FH-  —  ax  —y . 

b 

La  terza ,  e  quarta  fi  cortruiranno  cosí :  Paralela- 
mente a  BC  fi  prenda  A  N—AM—c,  e  fi  conducano  NK, 
MG  indefinite ,  e  parallele  ad  HE,  fará  NK  il  luogo  del- 

la  equizione  y—ax  +■  c,  ed  M  G  il  luogo  dcll*  equazione_> 
T" 

y  =:  —  ax  —  e  ;  poiché  ,  prefa  AD  —  x}  fará  DE  —  ax  , 

'  ~T    ■  ~b 
ma  é  EK~ANzzc  (fatta  DK  parallela  a  BC)  dunque_>^ 
D-K  —  ax+-c—y;  e  prefa  AF~  —  x  ,  e  fatta  FG  parallela 

a  BC,  fará  FG~  —  ax—  c—y- 

~F  V  z  Rif- 


15*  INSTITUZIONI 

Rifpetto  alia  quinta;  fatto  lo  (lefio  triangolo  ABC, 
(  F/g.  41.  )  e  prodotte  indefinitamente  le  AE,  AD,  fi 
abbaífi  AM=C  ,  e  parallela  a-.BC;  indi  dal  punto  M  fi 
conduca  MK  indefinita  parallela  ad  A  E ,  che  incontre- 
rá  in  Q  la  retta  AD,  fará  £>K  il  luogo  dell'equazione 
y  —  ax  —  c ;  imperocché ,  prefa  una  qualunque  ADzzx ,  e 

fatta  D£  parallela  a  BC,  fará  D£  =  ¿#;  rna  KE  —  AM^zc^ 

% 

dunque  DK—ax~c—y.  La  porzione  Q M  fervirá  quan- 
T 

do  ax  fia  minore  di  c  9  cioe  quando  a?  fi  prenda  mino- 
re  di  AQ ,  o  fia  minore  di  fo,  poiché  in  quefio  cafo 

a 

la  ^  fará  negativa  ,  e  peró  dovrá  prenderfi-  al  di  fotto 

di  AD ,  cioé  in  fenfo  contrario  della  DK  . 

Finalmente  per  Y  ultima  ;  fatta  AB  —  b,  BCzza, 

(  Fig.  42. )  e  Pangólo  ABC  eguale  al  fupplemento  dell* 

angolo,  che  devono  fare  le  due  variabili  del  problema, 

fia  AM—c  e  parallela  a.  BC,  e  fi  tiri  MQR  parallela 

ad  AC ,  che  taglierá  AB  prodotta  in  Q  ,  fará  MQR  il 

luogo  dell'equazione  y~c  —  ax  ;  poiché,  prefa  una  qua- 

T 

lunque  AD-x,  e  fatta  DE  parallela  a  BC  ,  fará 

DE—ax,  ma  prodotta  ED  in  K ,  fará  EK  —  AM—c , 
T 

adunque  DKzzc—  ax_—y  .  Che  fe  fi  prenda  x  maggio- 

t 

re 
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re  di  AQ,  per  efempio  -AI,  fara  JT'-dw,  e  pero 

¿: _  ax_  quantita  negativa  zzyzzIP  prefa  appunto  in  fenfo 

0j¿fc  nu-íi  &um  u £>  • :     *>rus  1  ::';'¡^       ,  ; 
contrario  della  DK  ,  e  la  indefinita  MR  il  luogo  del!' 

equazione  propoíla  nell'uno,e  nell'altro  cafo. 

118.  Occorre  alie  volte  ,  che  nella  foluzione  di  un 

qualche  problema  ,  il  di  cui  luogo  fia  alia  linea  retta , 

o  l'una,  o  l'altra  fparifee  delle  due  variabili  ,  e  non_, 

entra  neli' equazione  ,  in  quefti  cali  il  luogo  fará  alia-* 

perpendicolare  ,  o  alia  parallela  alia  data  retta  ,  fopra^. 

di  cui  íi  prendono  le  aífilTe  ,  fecondo  che  o  Pordinau 

ípariíce  ,  o  l'afliíTá  . 

Eccone  due  Efempj  : 

Data  la  retta  AB9  (  Fig.  43. )  fi  ricerca  il  luogo  de* 
punti  M  fuori  di  eíTa  tali  5  che  condotte  le  rette  MA  , 
MB  alie  eftremita  di  A  B  ,  fia  ferapre  MAzzMB.  Prefa 
una  qualunque  AHzzx  9  fi  alzi  HMzzy,  e  fatta  AB~a9 

faráHjB — ¿~  x ,  AM~  Vxx  +yy ,  BM—  Vaa—  2ax+-  xx+-  yy  s 

e  peró  Y  equazione  V  xx  +yy  ~Vaa—  iax  +-  xx  +-  yy  ,  c 
quadrando  5  xx  4-  yy  =  aa  —  taxi-  xx  -hyy  5  cioé  a  —  x  , 

z 

in  cui  la  y  é  fparuta  ,  e  la  x  é  rimada  determinata;  e 
ció  vuol  diré  5  che  prefa  x  eguale  alia  AH  meta  di 
AB  9  c  dal  punto  H  alzata  la  perpendicolare  indefinita, 
ogni  punto  di  eíTa  íoddisfara  alia  queftione,  e  peró  eíTa 
£ará  il  luogo  ricercato  . 

Siena 
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Sieno  date  di  pofizione  le  parallele  CG,  AP  y 
(  Fig.  44.  )  e  tra  eíTe  fi  cerchi  il  luogo  di  tutti  i  punti 
M  tali ,  che  condona  MP  perpendicolare  ad  AP ,  ed 
MG  ,  che  faccia  l'angolo  MGC  eguale  a  un  dato  AEC, 
fia  fempre  MP  ad  MG  nella  coftante  ragione  di  a  alia 
£  .  Chiamata  la  diftanza  AC^c  ,  AP^x,  P  M-y  ,  e 
prodotta  P M  in  F,  fará  FMzzc—y  ,  roa  poiché  é  dato 
l'angolo  AEC,  e  l'angolo  ACE  é  recto,  ed  c  dato  il 
lato  AC ,  fará  anche  noto  il  lato  ^ÍE,  che  fi  chiami  —f. 
Ora,  per  la  fimilitudine  de*  triangoli  ACE,  FMG,  fará 
^ÍC,  AE  ::  AfF,  AfG,  cioé  e  ,f::c-y  ,  cf-fy  =  MG; 

)  oí:  "  "•'  <;. 

na  deve  in  oltre  etTere  PAf,  MG::a9  b,  dunque 
fará  /  ,  cf—fy    a,  b  ;  e  peró  bcy  —  acf^afy,  o  fia 

y—  acf  \  ed  ecco  l'equazione  fenza ,  che  v'cntri  Tin» 

b  C  4-  « / 

cognita  x  .  Adunque  prefa  co.munque  fi  voglia  Ja  x  , 
fará  fempre  coftante  la  y  ,  ed  eguale  ad  acf  ,  e  pero 

condona  la  indefinita  B  Af  parallela  ad  A  P  ,  e  difiante 
da  eíTa    P  quant'  h  acf  ,  fará  eíTa  il  luogo  cercato  . 

be  +■  af 

np.  Spiegate  le  coftruzioni  dei  luoghi  alia  linea^, 
retta  ,  vengono  le  cofhuzioni  delie  equazioni  del  fecon- 
do  grado  ,  cioé  de'  luoghi  alie  Sezioni  Coniche  .  E  qm 
fuppongo  prima  informan  abbaílanza  i  Lettori  delle 
principali  proprietá  geometriche  di  eíTe  fezioni  del  co- 
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no ,  per  indi  formare  le  prime  e  pió  femplici  equazio- 
ni  di  eíTe  curve  ,  alie  quali  femplici  equazioni  fi  poíTa- 
no  poi  ridurre  e  rapportare  ,  coi  metodi  da  fpiegarfi  ,  le 
equazioni  piu  complicare  . 

Ed  in  primo  luogo  fi  fa  ,  che  nel  circolo  una  qua- 
lunque  ordinata  é  media  proporzionale  tra  i  fegmenti 
del  diámetro  ;  cioé  ,  che  il  quadrato  di  effa  é  eguaíe  al 
rettangolo  degli  fteííi  fegmenti .  Se  adunque  nel  circo- 
lo MKCN  i  Fig.  45.  )  fi  fará  il  raggio  AC=a ,  e  dal 
centro  A  una  qualunque  affiíTa  AB  —  x,  e  1*  ordinata-. 
BD  perpendicolare  —y9  fará  MB  —  a+*x9  BCzza —  Xj 
e  pero  MB  \BC—aa  —  xx;  adunque  fará  yy~aa —  xx , 
cquazione  al  circolo  rifpetto  al  quadrante  KC.  Ma  poi- 
che  la  (lefia  proprietá  fi  verifica  anche  ,  prefa  per  ordi- 
nata BE  ,  cioe  1' ordinata  negativa  — y  ,  e  tanto  il  qua- 
drato  di  y  ,  quanto  di  — y  é  yy ,  adunque  la  fieíTa  equa- 
zione  compete  ancora  al  quadrante  CN  .  Che  fe  fi 
prendano  le  afíiíTe  negative  9  come  AHzz —  x  ,  e  le  or- 
dinate  HFzzy  9  HGzz — y  9  il  quadrato  loro,  cioé  yy  fa- 
rá in  ambi  i  cafi  eguale  al  rettangolo  MH\HC ,  ma 
quando  fia  AH~  —  x,  fará  CHzzCA^AHzza —  x,  ed 
MHzzAM — AHzza+-x,  per  le  rególe  della  fomma  , 
e  fottrazione  ;  e  pero  il  rettangolo  MHX  HC  fará 
aa  —  xx  9  adunque  yy  —  aa  —  xx  é  l'equazione  fempliciííi- 
ma,  che  compete  a  tutto  il  circolo  del  raggio  a  ,  pren- 
dendo  le  aífiíTe  dal  centro  . 

Se  fi  prenderanno  le  aííiíTe  non  dal  centro  A  ¿ 

ma 
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ma  daireílremitá  M  del  diámetro  ,  fatta  una  qualunque 
MH,  o  MB  eguale  ad  x  >  fará  HC,  o  BCzzza  —  x  9  ed 
il  rettangolo  de'  fegmenti  eguale  a  iax —  xx  ;  ma  il  qua- 
drato  deli'ordinata  si  pofitiva  5  come  negativa  é  yy  , 
adunque  fará yyzziax —  xx9  equazione  fempliciffima  del 
medefimo  circolo,  prendendo  le  affiíTe  non  dal  centro , 
ma  dall'eftremitá  del  diámetro  . 

Per  la  quantitá  a,  che  efprime  il  raggio  ,  s'inten- 
da  una  qualunque  quantitá  data  femplice,  o  compleffa  % 
intiera  ?  o  rotta ,  razionale  ,  o  forda  di  modo  ,  che.* 

yy~aa  —  bb —  xx  fará  il  circolo  del  raggio  zzy/aa —  bb; 

yy  zz  aab  —  xx  fará  il  circolo  del  raggio  iz       aab  ; 

ni  m 

yy  —  aVab  —  xx  fará  il  circolo  del  raggio  )/aVab\ 

cosí  yyzzzax —  bx  —  xx  fará  il  circolo  del  diámetro 

2a — b  ,  o  fia  del  raggio  2a —  b  ;  yyzzaax    abx —  xx  fa- 

l  1 

ra  il  circolo  del  diámetro  zz  aa  +•  ab  ;  yy  zz  x  V  ab  —  xx 

1 

fará  il  circolo  del  diámetro  zz  v  ab  ec. 

E'  manifefto ,  che  fe  nell'  equazione  yyzzaa — bb — xx  3 
ed  in  tutte  le  altre  fimili  ,  la  quantitá  b  foíTe  maggiore 
di  a,  eífendo  allora  aa  —  bb  quantitá  negativa,  il  circo- 
lo farebbe  immaginario  ,  poiché  fe  yy  zzaa  —  bb —  xx ,  é 
anche  y  zz  v  aa  —  bb  —  xx  ;  ma  quando  aa  —  bb  fia  quan- 
titá negativa ,  y  é  eguale  a  radice  quadrata  di  quantitá 
negativa,  e  pero  immaginaria  .  pej; 
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Per  la  fleíTa  ragione  degl'immaginarj  non  puó  nell' 
équazione  yy  —  iax  —  xx  la  aíTiíTa  x  prenderíí  negativa, 
imperciocché ,  prefa  x  negativa  ,  farebbe  negativo  il 
termine  tax  ,  e  peró  1*  équazione  yy  —  ~-  lax  —  xx  ,  cioé 

y~V '  —  zax  —  xx  quantitá  immaginaria  . 

120.  La  primaria  proprieta  della  Parábola  Apollo- 
niana  é  ,  che  il  quadrato  di  una  qualunque  ordinata  fia 
eguale  al  rettangolo  del  parámetro  nell'afliíTa  full'aífe  , 
fe  Pangólo  delle  coordínate  é  retto  ,  o  ful  diámetro,  fe 
eíTo  angolo  é  obbliquo  .  Adunque  chiamato  il  parámetro 
—a  ,  una  qualunque  afliíTa  AB  —  x,  (  Fig.  46.  )  la  corrjf- 
pondente  ordinata  pofitiva  BC—y  ,  e  la  negativa». 
#  D  —  —y  ,  fará  yy  il  quadrato  tanto  di  £  C ,  quanto  di 
jBD,  ed  ax  fará  il  rettangolo  del  parámetro  in  AB> 
adunque  yy  —  ax  é  1'  équazione  fempliciffima  ,  che  com- 
pete alia  parábola  del  parámetro  —a  ,  in  cui  i  chiaro  , 
non  poteríl  prendere  le  aífifle  x  negative  per  cagione 
degl'immaginarj  .  E  qui  puré  per  la  quantitá  a  ,  che_. 
cfprime  il  parámetro  ,  s'intenda  una  qualunque  quantitá 
data,  in  cui  fia  moltiplicata  I' adida  x  di  modo  ,  che_» 
aax+^  bbx—yy  fará  la  parábola  del  parámetro  = aa ir  bb; 

C  C 

xV  abzzyy  fará  la  parábola  del  parámetro  rzi/abec. 

Se  la  parábola  foíTe  diverfamente  poíla  ,  (  come 
nella  Fig.  47. )  e  fulla  fteíTa  AB  dal  dato  punto  A  fi 
voleíTcro  le  x  ,  farebbe  1' équazione  xx  —  ay  ,  in  cui  fi 
poílc-no  prendere  le  x  pofitive  e  negative ,  ma  folo  poft 
tive  le  y.  X  121. 
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121.  Sieno  1c  oppo.le  Iperbole  rífente  agl'affi  ,  o 
diatnetri  ,  fecondo  che  é  retro,  o  obbliqao  J  angolo  delte 
coordinare,  e  fia  CB  (  Fig.  48.  )  l'afíe  >  o  ii  diámetro 
trafverfo,  HE  il  conjuguo  .  Per  la  nota  proprieta  dell* 
iperbola  ,  preíb  un  qualunque  punto  D,  ed  alzara  D  M 
parallela  ad  H£,  deve  eíTere  il  rettangolo  di  CDXDB 
al  quadrato  di  D  M,  come  il  quadrato  di  CB  al  qoa- 
drato  di  HE.  Adunque  chiamaia  CB  —  2ay  HEziib, 
e  dal  centro  A  prefa  una  qualunque  á  D  —  x  >  DM 
poQtiva  —y  ,  DM  negativa  —— y  ,  £ara  CD^za-hx  y 
B  D  —  x~a  ,  e  pero  ,  per  la  detta  proprieta  ,  xx  —  aa  9 
yy::^aa9  qbb  ;  cioé  xx  —  aa  —  aayy  .  E  prefa  Ad  negati- 

va  rr  —  x  ,  e  le  ordinate  come  fopra,  fara  Bd  —  ~  x  +-  a3 
Cd  —  —  x  —  a  ,  ed  il  rettangolo  di  BdXdC=xx—aa; 

onde  nella  íleíTa  maniera  avraíli  aayy—xx^aa^  equazio- 

~~bíT 

ne  feniplici  (finia  ,  che  efprime  le  due  intere  oppoflo 
ipefbole  riferite  agl'affi  o  diametri^  prendendo  te  afliífe 
dal  centro  .  E  fe  íl  prenderanno  le  afíiflfe  dal  vértice  C3 

avraíli  1* analogía  (  per  la  (lefia  proprieta  )  xX  x—  zay 
yyw^aa  ,  qbb  ;  cioé  i'equazione  —  2jat  4-  xx^aiyy  .  E 

prefe  finalmente  le  aífiíTe  dal  vértice      avraffi  xX  2# 
yyiiqaa,  qbb  >  e  pero  l'equazione  zax  +>  xx^zaayy  . 

E'  anche  proprieta  primaria  delle  oppofte  iperbole, 

che 
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che  lo  íleíTo  rettangolo  di  CDXDB  ,  prendendo  1c 
afíifle  pofitive  ,  e  di  BdX  dC ,  prendendo  le  affiíTe  ne- 
gative,  fia  al  quadrato  dell'ordinata  si  pofitiva,  che  ne- 
gativa ,  come  1'afTe  ,  o  diámetro  trafverfo  al  parame- 
tro  ;.  adunque  chiamato  eíTo  parámetro  —p ,  ed  il  refío 
come  íbpra ,  fara  xx  —  aa  ,yy : :  ta,  p ;  cioé  zayy  —  xx  —  aa, 

~ 

equazione  fempüciffima  ,  che  efprime  inteFe  le  due  op- 
pofle  iperbole  riferite  al  parámetro  y  prefe  le  aíTifle  dal 
centro;  e  prefe  le  affifle  dal  vértice  C,  fara  1' equazio- 
ne iayy  —  xx—  %ax\  e  prefe  finalmente  le  affiíTe  dal  ver- 

t" 

tice  B ,  fará  2ax  +■  xx  —  zayy . 

Se  le  iperbole  fono  equilatere  ,  poiché  in  quedo 
cafo  i  due  affi,o  diametrí  fono  eguali  tra  loro,  ed  egua- 
li  al  parámetro,? una  e  Taltra  equazione  farh.yy~xx  —  aa, 
prefe  le  affiíTe  dal  centro ;  yy  ~  zax  +-  xx  ,  prefe  le  affiíTe 
dal  vértice  B  ;  ed  yy  =  —  zax  xx  ,  prefe  le  affiíTe  dal 
vértice  C.  Per  la  quantita  aa  s'intenda  un  qualunque 
piano  in  qualfivoglia  modo  compleíTó  y  come  puré  per 
la  quantitá  bb  e  per  2a  i  ficcome  puré  per  p  s'intenda 
una  qualunque  linea  ,  di  modo    che  nell'  equazione 

aa+-jfXyy~xx--aa—ff'  fara  l^aa  +  jf  il  femiaíTe  y  o 

b  V  ab   

femidiametro  trafverfo  ,  e  ivaa+~f  tutto  l'afle  ,  o  diá- 
metro trafverfo  ,  ficcome  V  bv ab  il  femiajfTe,  o  íeríiidía- 

X  2  metro 
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metro  conjúgalo  ,  e  rvbv  ab  tatto  TaíTe  ,  o  díame- 
tro  conjugato  ;  nell'equazione  a% yy  —  xx  —     fará }/a 3  ü 

bbo  0  c 

femiaíTe,  o  femidiametro  trafverfo  ,  e  b  il  conjugato  ; 
nell'equazione  xx  —  bx  —  byy  fará  6  il  femiaíTe,  o  ferni- 

C  -f  i:í 

diámetro  trafverfo  ,  e  c+m  il  parámetro  ;  nell'equazio- 
ne zyyVaa~bb—xx  —  aaJrhb  fará  z\/ aa—bb  1'aíTe,  o 
«— ¿ 

diámetro  trafverfo,  ¿t~  ¿>  il  parámetro  ec. 

Se  le  oppoírc  iperbole  foíTero  diverfamente  poíte  , 
come  nella  Fig.  49. ,  e  fullo  rteíTo  diámetro  CB,  egua- 
le  a  za  ,  prodotto  íi  voIeíTero  le  x  pofitive  ,  e  negati- 
ve  dal  centro  A  (  eíTendo  HEzzzb)  ,  farebbe_» 
l'equazione  yy  —  bb  —  bbxx  . 

aa 

122.  Nell'iperbola  frá  gt'afintoti  (  Fig.  50.)  il  ret- 
tangolo  di  una  quaiunque  AB  prefa  full*  afintoto  bB 
nella  BC  ordinata  parallela  all*  aíintoto  MN  ,  o  d\ 
AbY.bc  ,  é  fempre  cortante ,  cioé  eguale  ad  un  rettan- 
golo noto;  e  peró  fatta  AB~xy  BC—y,  ed  il  noto 
rettangolo  ~áb  ,  fará  xy  —  áb,  e  prefa  Ab  negativa-. 
=  —  x ,  e  be  negativa  ——y  ,  il  rettangolo  di  Ab\bc 
fará  puré  xy  ,  e  pero  xy—ab  l'equazione  fempliciífima 
dclle  oppofle  iperbole  frá  gl'afintoti  .  E'  chiaro  ,  che_* 
l'equazione  —  xy  —  ab,  o  xy  —  —  ab  fervirá  per  le  iper- 
bole oppofle  negl'angoli  BAM,  bA  N ,  eíTendo  fempre 

una 
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una  delle  coordínate  poíitiva,  e  Paltra  negativa,  e  pero 
il  loro  prodotto  negativo  . 

123.  NeirEIiiffi  CEBH  (  Fig.  51*)  prefa  dal  cen- 
tro A  una  qualunque  AD  full'aíTe  o  diámetro  trafverfo 
CB,  e  condotta  D  M  parallela  all*  aíTe  o  diámetro  con- 
jugato  EH9  deve  effere,  per  la  nota  proprieta,  il  ret- 
tangolo  di  CDX  DB  al  qnadrato  di  DM,  come  il  qua- 
drato  deli'afle  o  diámetro  trafverfo  CB  al  quadrato  del 
conjugato  HE.  Adunque  chiamata  CB~ia9  HEzzib, 
e  dal  centro  A  prefa  una  qualunque  AD~x  >  e  fatta_. 
DM  pofitiva  —y9  D M negativa  —  —y9  fará  CDzza+-  x9 
DB~a~x  ,  e  pero  aa~~xx9  yy  r.  qaa  ,  ójbb  ;  cioé 
aayyzzaa—  xx  .  E  prefa  A  A  negativa  zz—x,  e  le  ordi- 

nate  ,  come  fopra  ,  íará  BA  —  BA  +  Ad ÍB  a  —  x  , 

dCziAC—AA  —  a-^x,  e  peró  il  rettangolo  di  BAXAC 

fará   puré    aa  *—  xx  ,    onde    medefimamente  avrafíi 

aa  —  xx  —  aayy,  equazione  fempliciíTima  delPelliíTi,  preíe 
bb 

le  aífiíTe  dal  centro  ;  e  fe  fi  prenderanno  le  aífiiTe  dal 

vértice  C,  avraíTi  1* analogía  ux~xx  ,  yy\\\%a¡  ^bb;  e 

peró  1*  equazione  aayy ■—  lax  —  xx . 

bb 

Enanche  proprieta  nota  dell' ElliíTi ,  che  gli  fteffi  retr 
tangoli  fieno  ai  quadrati  delle  corrifpondenti  ordinate_>  , 
come  1'aíTe  o  diámetro  trafverfo  al  parámetro  ;  adunque 
chiamato  eíTo  parámetro  zzp,  ed  il  rimanente  come  fo- 
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pra  ,  fara  aa  —  xx,  yy.na,  f\  e  peró  iayy  —  ga-<xxy 

V 

equazione  femplieiffima  delMliíB  riferita  al  parámetro, 
prefe  le  afíiíTe  dal  centro;  e  prefe  le  aífifTe  dal  vértice  C, 
fara  1*  equazione  dell'elliíU  riferita  al  parámetro  zayy  ~ 

v 

lax  —  xx  . 

Se  i  due  afíi  forTero  eguali  tra  loro,  nel  qual  cafo  fo- 
no anche  eguali  al  parámetro,  i' una,  e  faltra  equazione 
farebbe  yy—aa^-xx  ,  prefe  le  affiíTe  dal  centro  ,  e 
2ax  —  xx—yy  ,  prefe  le  aflífse  dal  punto  C .  Ma  parlando 
cfi  aíTe,  e  non  di  diámetro,  gl'angoli  detle  coordínate^ 
fono  retti ,  quíndi  1'  elliffi  paila  ad  eíTere  un  circolo  del 
raggio  -a. 

La  oíTervazione  fatta  nelle  iperbole  intorno  alie  quan- 
titá  date  aa ,  bb ,  2a ,  ep,  rifpetto  a*  diametri,  e  parame- 
tro  ,  fi  faccia  egualmente  neli'ellifli,  fenza  altro  ripetere 
le  cofe  da  fe  troppo  chiare . 

124.  Nelle  equazioni  adunque  dell' iperbole  ,  e  dell* 
elliífi  riferite  agí*  afli ,  o  diametri  ,  prefe  le  aíTuTe.  dal 
centro ,  come 

aayy  zzxx-r-aa, 
~W 

aayy  —  aa  —  xx9 

bb 

la  radice  quadrata  del  termine  cortante,  cioé  di  aa9  fara 
fempre  il  femiafse  ,  o  femidiametro  trafverfo ;  e  fe  il  coef- 
ficiente  del  quadrato  dell'ordinata  é  lo'  Irefso  termine  có- 
rrante 
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ftante  divKo  per  una  qualunque  quantitá  data  ,  la  radi- 
ce di  quefto  divifore  é  ferapre  il  femiaíTe  ,  o  femidia- 
metro  conjugato  ,  cioé  la  radice  di  bb  ;  ma  fe  eíTo  coef- 
iciente non  é  tale,  vale  a  diré  non  contiene  neldetto  mo- 
do il  termine  coftante,  ii  femiaíTe  o  femidiametro  conju- 
gato é  diverfo  .  Cosí  nelP  equazione  ,  per  efempio , 
ffvv  —  xx  —  aa  il  femiaíTe, o  femidiametro  trafverfo  é  fem- 

pre  bensi  a  ,  ma  non  e  $  il  conjugato  .  Per  ritrovarlo  íl 
faccia  l'analogia  :  Come  il  numeratore  del  coeficiente 
del  quadrato  dell'ordi nata  al  denominatore  ,  cosí  il  ter- 
mine cortante  al  quarto  ,  la  di  cui  radice  fará  il  femiaíTe, 
o  femidiametro  ricercato  ;  nelle  equazioni  poi  dell'elliífi , 
e  dell'iperbole  riferite  agl'aíli  ,  o  diametri  ,  prefe  le  affif- 

fe  dal  vértice,  come  aavy  —  2ax~  xx,  aayy  —  xx  — .  2qx  , 

~Tb~  I¿T 

aayyzzxx  +<  2¿z#,fará  il  femiaíTe,  o  femidiametro  trafverfo 
z  f 

bb 

la  meta  della  quantitá  ,  che  mokiplica  l9  incógnita  alla_. 
prima  dimenfione  ,  ed  ii  conjugato  ,  come  íopra  ;  avver- 
tendo  ,  che  quando  il  coeficiente  del  quadrato  dell'ordinara 
non  fia  il  quadrato  dell#aíTe  ,  o  diámetro  trafverfo  cosí  rí- 
trovato;  l' analogía  per  il  femiafse,o  femidiametro  conju- 
gato fará:  come  il  numeratore  del  coeficiente  del  quadrato 
dell'ordinata  al  denominatore,  cosí  il  quadrato  della  meta 
della  quantitá ,  che  moltiplica  i# incógnita  alia  primá  di- 
menfione ,  al  quarto;  e  la  radice  di  efso  quarto  propor- 

JZÍQ- 
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zionale  fará.  il  femiafse,  o  femidiametro  conjugato. 

Nell'equazione  adunque  dell'  iperbola  ffyy  —  xx  —  aa 

bb 

fará  il  femiafse,  o  femidiametro  trafverfo  zza,  ed  il  con- 
jugato ±  ab.  Ed  in  fatti,  poiché  deve  efsere,  per  la.propric- 

T 

tá  della  curva,  il  rettangolo  della  fomma  nella  differenza 
del  femiafse ,  o  femidiametro  tralverfo  ,  e  dell'  aififsa  ai 
quadrato  dell'ordinata  ,  come  il  quadrato  del  afse,  o  diá- 
metro trafverfo  al  quadrato  del  conjugato,  fará  xx~aa, 
yy:;4aa,  qaabb ,  o  fia  qaayy  Xjf—xX'—aai  cioé  ffyy  — 

ff  ^aabb  bb 

xx  —  aa,  equazione  propofta  . 

Cosí  nell'equazione  abyy—aa-.  xx  fará  il  femiaflc  , 

ce 

o  femidiametro  trafverfo  —a9  il  conjugato  —¡/acc.  Nell' 

b 

equazione  xx  —  lax^bbyy  fará  il  femiaffe,  o  femidiame- 

cm 

tro  trafverfo  zzg9  il  conjugato  zzaVcm.  Nell'equazione 

J 

aa—bb  X  yy~xx  —  bb  fará  il  femiaíTe ,  o  femidiametro 

ce 

trafverfo  =  b  9  il  conjugato  —j/bbee  ec. 

aa^bb 

125.  Se  le  equazioni  fono  riferite  ai  parametri,  come 
.  %ayy—aa~xxj     zayy  =  xx~aa,  prefe  le  afíiíTc* 
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dal  centro ,  o 

zayy  —  zax  ~_  xx,  zayy  —  zax  +•  xx}  zayy  s  a? a?'—  zax , 

prefe  le  aífilFe  dal  vértice  ;  fará  fempre  nelle  prime  il  fe- 
miaíTe,  o  femidiametro  trafverfo  la  radice  del  termine  co 
ftante  ,  e  nelle  feconde  la  meta  del  coefficiente  dell*  incó- 
gnita alia  prima  dimenfione  ,  ed  il  parámetro  fará  fempre 
la  quantitá  del  denominatore  del  coefficiente  del  quadra- 
to  dell'ordinata ,  quando  il  numeratore  del  dttto  coeffi- 
ciente nelle  prime  fia  il  doppio  della  radice  del  termine., 
coflante  ,  e  nelle  feconde  fia  eguale  alia  quantitá  ,  che 
moltiplica  l'incognita  alia  prima  dimenfione  ;  ma  quando 
il  detto  numeratore  non  abbia  le  accennate  condizioni , 
fará  il  parámetro  la  quarta  proporzionale  del  numeratore, 
del  denominatore  ,  e  dell'afíe  ,  o  diámetro  trafverfo. 
Nell*  equazione  adunque  all'ellifli  aa~  xx~byy  fará 

e 

1'aíTe  ,  o  diámetro  trafverfo  =  za  ,  il  parámetro  —  rae  . 

Ed  in  fatti ,  poiché  deve  eíTere  ,  per  la  proprietá  della_ 
curva  ,  il  rettangolo  della  fomma  nella  differenza  del  fe- 
miaíTe  ,  o  femidiametro  trafverfo ,  e  dell*  affiíTa  al  quadra- 
to  dell'  ordinata ,  come  1'aíTe ,  o  diámetro  trafverfo  al  pa- 
rámetro ,  fará  aa~*xx,  y  y  : :  za ,  zac  ;  cioé  bvy  —  aa—  xx, 

~  T 

l'equazione  propofta  .  Nell*  equazione  xx  —  aa  —  lyy,  all* 


\ 
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iperbola  ,  Para  I'aíTe  ,  o  diámetro  trafverfo  =  ia  ,  il  para- 
metro  —  Sa  .  Neir  equazione  all'  iperbola  tax  4-  xx  s 

—TZ~cXyy  fari  za  I'aíTe ,  o  diámetro  trafverfo  ;  e  lam 
jl  parámetro  .  Nell'equazione  all'ellifíi  aa—bb—xx  —  byy_ 

e 

fará  I'aíTe  ,  o  diámetro  trafverfo  iVaa  —  bb,  il  parame- 
tro  =2  ic^aa  —  bb,  fuppofta  a  maggiore  di  b,  perché  altri- 

l 

mentí  la  curva  farebbe  immaginaria  . 

1 26.  Suppoíle ,  e  bene  intefe  quede  tali  cofe ,  é  facile 
la  coftruzione  delle  equazioni  piú  complícate  de*  luoghi 
alie  fezioni  coniche  ,  e  ció  col  ridurre  Pequazione  com- 
plicata  ad  una  femplice  e  primaria  delle  fpiegate,  quindi, 
dalla  fezione  del  cono  fuppofta  la  defcrizione  di  quefta , 
paflare  alia  coílruzione  della  propofta  . 

E  per  procederé  con  chiarezza  diftingueró  in  trc 
claffi  tutte  le  equazioni  alie  fezioni  coniche  ,  intendendo 
delle  comporte  ;  diró  della  prima  claíTe  tutte  quelle ,  che 
contengono  il  quadrato  di  una  fola  delle  incognite  ,  ed  il 
rettangolo  delle  coftanti  nell'  altra  incógnita ,  come  per 
k  efempio  axjz  ab—yy  ;  ed  altresi  diró  della  prima  fpecie_» 
tutte  quelle  ,  che  contengono  i  rettangoli  delle  incognite 
fra  loro  ,  e  nelle  coftanti ,  ma  non  ánno  il  quadrato  né 
dell'una,  né  dell' altra  incógnita;  come  xy  4-  axzz  aa  —  ay, 
cíTendo  i  fegni  comunque  fi  vuole  ,  il  che  s'intenda  dcll' 
altre  due  fpecie  ancora  rifpetto  ai  fegni .  Della 
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Della  feconda  fpecie  chiameró  quellc  ,  nelle  quali 
efíendo  il  quadrato  di  una  ,  o  di  ambe  le  incognite  ,  ed  i 
rettangoli  di  una  ,  o  di  ambe  eíTe  incognite  nelle  cortanti, 
non  vi  fia  il  rettangolo  delle  incognite  fra  loro  ,  come* 
xx  -f-  laxzzay  +-  by  7  o  puré  xx  ~-ibxzzyy    ay  —  ax . 

Della  terza  fpecie  fono  quelle ,  nelle  quali  vi  é  il  ret- 
tangolo delle  due  incognite  tra  loro,  e  gli  altri  termini  iti 
qualunque  modo  ,  come  xx  +•  ixy  +•  iyy  —  aa  ~  xx  +  bx . 

127.  Per  riconofeere  ,  e  cortruire  le  equazioni  delia 
prima  fpecie  ,  fa  d'uopo  mettere  in  ufo  una  foftituzione , 
la  quale  é  di  porre  Pincognita  ,  che  non  á  il  quadrato  , 
piü  o  meno  (  fecondo  i  fegni  )  una  cortante  ,  eguale  ad 
una  nuova  incógnita ,  e  cosí  ridurre  l'equazione  (  repli- 
cando ,  fe  bifogna  ,  la  detta  follituzione )  alP  elpreífiono 
piü  femplice,  acció  poíTa  fácilmente  conofceríi,e  cortruiríi 
il  luogo  della  detta  equazione  ,come  íl  vedrá  nei  feguemi 
Efempj  . 

ESEMPIO  I, 

Sia  ax  +■  áb  zzyy ,  e  fia  dato  Pangólo ,  che  fra  loro  de- 

vono  fare  le  coordínate  .  Poiché  ax  i- ab  h  a\x  +  b  ,  £1 
faccia  x+-bzzz,  dunque  fortituendo  fará  az~yy,  Parábola 
Apolloniana  . 

Alia  indefinita  AB,  come  diámetro, col  parámetro  —a 
fi  deferiva  la  parábola  apolloniana  C^í  C,  {Fig.^z.)\t  di  cui 
coordínate  AB,  BC  comprendano  il  dato  angolo  ,  indi 

Y  2  fia 
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üa.AD  =  b;  prefa  una  qualunque  AB^z,  {axkBC—y9 
ma  perché  abbiamo  ,  per  la  foitituzione,  x^z  —  b  ,  fara 
DB  la  x.  L'origine  adunque  delle  afliíTe  x  fara  il  punto  D, 
prefe  verfo  M  le  pofitive  ,  verfo  A  le  negative  ,  e  le  cor- 
rifpondentí  ordinate  poíitive  ,  e  negative  faranno  le  y  . 

Se  l'equazione  propoík  foiTe  ftata  ax  —  ab—yy  ,  s'av- 
rebbe  fatta  la  foitituzione  x  —  b~z,  e  pero  x  —  z  +  b  .  In 
quefto  cafo  9  prefa  nel  diámetro  prodotto  AE—b,  e  fatto 
il  rimanente  come  fopra  3  il  punto  E  farebbe  l'origine.* 
delle  x  . 

E  S  E  M  P  I  O  tt 

Sia  l'equazione  xy^ax  —  aa  —  ay,  fi  faccia  y  +  a—Z  , 
e  foftituendo  in  luogo  ó\y  il  valore  z  — #,avraffi  zx+az^z 
zzzaa,  e  facendo  un'  altra  .foftituzione  di  a~p9  fara 
pz  —  iaa  ,  Iperbola  Apolloniana  fra  gli  Afintoti. 

Comprendano  le  indefinite  MM,  FF  l'angolo  dato 
delle  coordínate ;  (Fig.  53.)  e  fra  gli  afintoti  MM)  FF  íl 
defcrivano  le  due  oppoíte  iperbole  del  rettangolo  cortante 
—  iaa .  Prefa  una  qualunque  A  C—p ,  ed  ordinata  la  CE  paral- 
lela  zdAM,  fara  eíTa ± z,  ma  per  la  foitituzione  ii  ix—p—  a, 

dunque  fatta  AB~ai  hrkBCzzx  ;  e  perché  fi  á  puré  per 
l'altra  foitituzione  y  —  z  —  a  ,  fatta  A  N—  a ,  e  condona-. 
NH  parallela  ad  FF,  fara  DE  =  y.  Tirata  adunque  Ejg 
parallela  ad  AN,  fará  il  principio  delle  x  ,  coficché  ad 
una  qualunque  afllíTa  Q^D  —  x  ,  corrilponderá  l'ordinata_. 
DE— y  pofitiva  tra  il  punto  Q  ,  ed  ¡1  punto  P,  e  negativa 

di 
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di  la  daf  punto  P  jj  come  la  HI.  Ma  quando  fi  prenda  p 
minore  di  a  >  cioé  AC  minore  di  AB  ,  allora  comecchc 
xzzp*-  a,  fará  x  negad  va,  cioé  verfo  iV,e  adelfa  corrifpon- 
derantio  le  ordinate y  pofitive.Chefe  fi  prenda  p  negativa 
eguale  ,  per  efempio  ,  ad  AV¡  fani  x  negativa ,  ed  egua- 
Ie  a  QO ,  e  la  y  negativa  ±2  OE  .  Se  l'equazione  foífo 
xy*-ax—aa**ay  ,  o  puré  xy  +  ax  —  —  aa  —  ay  ,  o  quefta^. 
xy  —  ax  ~aa  —  ay  ,  o  I'altra  ¿7  —  Ea  —  aa  +■  ¿y  ,  le  dúo 
prime  farebbero  divifibili  perjy  4-0,  e  fi  avrebbe  x^iia; 
le  due  altre  farebbero  divifibili  per^_  a  ,  e  fi  avrebbe_* 
^,  e  peró  non  farebbero  eíTe  luoghi  ,  ma  equazioni 
di  problemi  determinad  .  Ma  fe  foíTe  xy  —  ax  —  aa+ay, 
la  prima  foftituzione  farebbe  y—  a~zy  quindi  l'equazione 
zx  —  az=:2aa,cd  in  confeguenza  la  feconda  foftituzione 
farebbe  x  —  a—p,  onde  finalmente  Tequazione  zp—  iaa  , 
e  peró  in  quefta  cafo  alie  coordínate  p  ,  z  dovrebbefi  aggiun- 
gere  la  quanthá  —  a  per  avere  le  x  ed  y  ;  adunque  prefa 
da  A  verfo  V  la  AR  —  a¡  e  fatta  RG  paralielá  ad  MN , 
ed  =  ¿7,  indi  per  lo  punto  G  condotta  GT parallela  ad  FF9 
farebbe  Gl'origine  delle^ele  corrifpondenti  ordinate  ley. 

Se  foíTe  Pequazione  xy  +-  ax  —  ~~aa  +  ay  ,  le  fortitu- 
zioni  farebbero y^-a—z^  x  —  azzp9  che  ci  darebbero  l'e- 
quazione  pz  —  ~~  2aa  . 

Si  defcrivano  le  fteíTe  iperbole  ,  ma  negli  altri  due 
angoli ,  per  eíTere  negativo  il  rettangolo  coftante  ¿aa  5  e 
fieno  le  ie,ie;  prodotta  GR  in  L,  fara  L  l'origine  delle 
x  pofuive  e  negative ,  e  fulla  retta  LQ  prodotta  d'ambe 
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le  parti  infifteranno  le  ordinate  y ,  cioé  negative  da  N 
verfo  H ,  pofitive  da  N  ai  punto  i ,  e  di  nuovo  negative 
oltre  il  punto  i . 

Che  fe  foíTe  xy  —  ax  =  —  aa  —  ay  ,  le  foftituzioni  fa- 
rebberoj/  —  a=:z,  ed  x  +  a—p  .  Defcritte  adunque  le  rae- 
defime  iperbole  te  ,  e  prodotta  (¿B  in  ^  ,  fará  q  l'originc 
delle  x  ,  e  fopra  TTinfiíleranno  le  ordinate  y  . 

Se  nelle  equazioni  foíTe  negativo  il  termine  xy  ,  íl 
renda  pofitivo  colla  trafpofizione  de'  tennini . 

La  diverfitá  delle  foftituzioni ,  e  dclla  pofizione  delle 
coordínate  ,  che  nafce  dalla  diverfa  combinazione  de'  fe- 
gni  nelle  propofte  equazioni ,  e  che  qui  fi  é  confiderata—, 
s'intenda  di  doverfi  confiderare  anche  in  appreilb  ,  il  che 
ommetteio  per  brevitá . 

Sin  qui  ó  fuppollo  ,  che  le  coftanti  dtll'  equazione 
fieno  tali  ,  che  diano  luogo  alie  accennate  foftituzioni , 
che  fe  tali  non  foíTero,  come  per  efempio,  fe  foflfe  l'equa- 
zione  aa  —  bx  —yy  ,  fi  faccia  aa —be ,  e  íi  avrá  be  —  bx — yy, 
e  la  foftituzione  da  farfi  fará  e  —  x  eguale  ad  una  nuova^, 
incógnita  .  Cosí  fe  foíTe  abb  +  -cx—yy  ,  íi  faccia  bb  —  ef, 

m 

onde  fia  l'equazione  acf+cx—yy  ,  e  fi  ponga  indi  af+- x 

eguale  ad  una  nuova  incógnita  . 

Se  foíTe  aax  —  bbx  +-m}  —  yy  ,  íl  faccia  aa  —  bb—ce9 

a  +•  b 

ed  m^—ccf,  e  fará  eex  4-  ccf~yy  ;  e  cosí  dell'altre  fimili. 

«+-  b 

128. 
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128.  Per  ridurre  5  e  coílruire  le  equazioni  della  fe- 
conda  fpecie ;  pofti  da  una  parte  del  fegno  d'egualitá  col 
loro  ordine  tutti  i  termini  5  che  contengono  una  fteífa  in- 
cógnita ,  e  dair  altra  parte  tutti  gli  altri  parimente  col  lo- 
ro ordine  ,  e  fatto  in  modo  ,  che  nel  primo  membro  del!' 
equazione  il  quadrato  dell'  incógnita  fia  poíitivo  ,  e  libero 
da' coefiieienti ,  e  frazioni,  bifogna  alio  fteífo  primo  mem- 
bro (  ed  al  fecondo  ancora  ,  per  non  alterare  l'eguaglian- 
za  )  aggiungere  il  quadrato  della  meta  del  coeficiente  del 
fecondo  termine  ,  fe  fa  d'uopo,  onde  eíTo  primo  membro 
fia  un  quadrato  ;  quindi  porre  la  radice  di  eíTo  quadrato 
eguale  ad  una  nuova  incógnita  ,  la  quale  operazione  ripe- 
tuta  nel  fecondo  membro  ancora  ,  fe  lo  richiede  ,  ci  dará 
I'equazione  ridotta  alia  forma  fempliciflima  ,  o  ridotta  alia 
prima  fpecie  . 

ESEMPIO  III. 

Sia  xx  4-  lax  —  ay  +  by  .  Aggiunto  al  primo,  e  fecon- 
do membro  il  quadrato  aa  ,  fará  eíTa  xx  +■  2ax  +-aa  =  aa  + 
ay  +■  by  ,  e  peró  ponendo  x-h  a  —  z,  averafli  zz  —  aa  +  ay-¥ 
by,  che  é  ridotta  alia  prima  fpecie;  adunque  fatta  a  +  bzzc^ 
cd  aa  —  cfy  fará  cf+cy  —  zz,  e  poíl;a/Vy:r/>,  fará  zz  —  cpy 
equazione  alia  Parábola  Apolloniana  . 

Col  parámetro  —  c  —  a+-  b9  al  diámetro  JB,  e  con  le 
coordínate  nel  dato  angolo  fi  deferí  va  la  parábola  CAC.  ( F/V. 
j4-)Prefaunaqualunque  affiílk  ABzzp,  laz  poíitivae nega- 
tiva 
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tiva  fará  BC;  ma  perché  y  —  p—f,  cioé  —p  —  aa,  prefíu, 

¿D-aa,  fará  DB=y,.ed  a  cagione  della  fottituzione_. 

.v  +-  a=z,  dal  punto  D  alzata  parallela  a  BC  la  DH—  a  ¿ 
che  fará  terminata  dalla  parábola  in  H,  (come  íi  vedrá  fá- 
cilmente foítituendo  in  luogo  della  p  nell*  equazione  ri- 
dotta  zz  —  cp  il  valore  di  AD  —  aa  =  aa,  imperocché  fará 

zz-aa,  e  pero  DH-z-a)  e  condona  per  lo  punto  H 
la  parallela  OE  al  diámetro  ,  fará  HE~DB—p—ji^=y9 

ed  in  confeguenza  EC-z—a~x  pofitiva  ,  e  negativa-, 
quando  fieno  pofitive  le  aflifle  ;  ed  alie  afliffe  negative , 
cioé  prefe  da  H  verfo  O  ,  corrifponderanno  ambe  le  or- 
dinate  negative  . 

E  S  E  M  P  I  O  IV. 

Sia  xx.  +  ibx-yy  —  ay.  Aggiunto  il  quadrato  della- 
meta  del  coeficiente  del  fecondo  termine  ,  cioé  bb  ,  fará 
xx  -h  ibx  +■  bb  —yy  —  ay  +■  bb  ,  e  fatta  x  4-  b  —  z>  averafll 
zz  =  yy—  ay +  bb  ,  cioé  zz  —  bb  —yy  —  ay,ed  aggiunto  il 
quadrato  della  meta  di  a ,  fará  zz  —  bb-haa  —yy  J  ay  +-  aa\ 

4  T 

pofta  dunque  y  ~azzp ,  fará  zz  —  bb  +-  aa  —  pp ,  e  fuppo- 
fio  bb  maggiore  dÍ£¿z,facendo  bb  —  aa  -mm^hik  zz  -  mm—pp} 

4  4 

Iper- 
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Iperbola  equilátera  con  i  femidiametri  —m,  prendendo  le 
aíliffe  dal  centro  . 

Nella  indefinita  BD  ñ  prenda  BG  —  im~  z^bb  —  aa9 

4 

e  divifa  egualmente  in  A  ;  col  centro  A  ,  col  femidiame- 
tro  trafverfo  =  AG  eguafe  al  conjugato  ,  e  con  le  coordí- 
nate nel  dato  angolo  fi  defcrivano  le  due  oppofte  iperbole 
cquilatere  (Fig.  55.);  prefa  una  qualunque  affiíTa  ADyoSx- 
tiva  e  negativa  =  z ,  le  corrifpondenti  ordinate  D  H  faran- 
no  le  p  pofitive,e  negative,  e  perché  per  la  foftituzione  fi  á 
x  —  z  —  b  ;  prefa  AE~b}  fará  ED=:x,  ma  eíTendo  per 
I'altra  foftituzione y  ~p  +.  a,  dal  punto  E  condotta  EO  —  a 

z  z 

parallela  áll-  ordinata  ,  che  terminerá  alia  curva  nel  punto 
O ,  e  per  lo  punto  O  la  indefinita  KK  parallela  al  diáme- 
tro B G  ,  fará  KH~p+  JLa  —y .  Sara  adunque  il  punto  O 

Torigine  delle  x  aíTiíTe  fulla  retta  KK,  alie  quali  prefe  po- 
fitive  corrifpondono  due  ordinate  y  ,  una  pofitiva  ,  e  Pat- 
tra  negativa  ;  e  prefe  negative  ,  ma  non  niaggiori  di  EG , 
corrifponderanno  due  ordinate  pofitive ;  prefe  negative* 
c  maggiori  di  EG  ,  ma  minori  di  EB  ,  le  ordinate  y  fa- 
ranno  immaginarie ,  e  prefe  negative  maggiori  di  EB  , 
e  minori  di  El,  fatta  BI—GE,  faranno  due  ordinate  po- 
fitive ,  e  finalmente  un' ordinata  pofitiva  ,  e  negativa  l'al- 
tra  ,  quando  l'afliíTe  negative  fieno  maggiori  di  El . 

Qui  devefi  avvertire  ,  che  la  radice  del  quadrato 
yy  —  ay+  aa  non  é  íb!o    —  a,  ma  é  puré  a—yy  e  pero  le 

4  z  z 

Z  ib- 
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íbflituzioni  dovrebbcro  eííer  due  ,  cioc  tanto  dij/  —  a^p, 

quanto  di  a— y— p,  ció  non  oftante  peró  ,  e  nel  prefente 

Z 

efempio,  ed  in  altri  in  appreíTo  della  prima  fola  mi  iervo, 
perché  confiderandoíi  nelle  coftruzioni  la  nuova  incógnita 
p  in  feníb  e  pofitivo,  e  negativo  ,  vi  fono  comprefe  quelle 
determinazioni  ancora,  che  ci  darebbe  l'altra  foftituzione, 
che  peró  rimane  fuperflua  . 

Se  la  quantitá  bb9  che  ó  fuppofta  maggiore  di  aa  , 

4 

foíTe  all'oppofto  minore  ,  il  luogo  farebbe  alie  ftefle  oppo- 
fíe  iperbole  ,  mutandofi  folo  le  veci  delle  coordínate  9  c 
delle  coílanti;  cioé farebbe  Pequazionefinale  zz—pp  —  mm¿ 
la  di  cui  coftruzione  qui  íi  ommette  ,  per  non  eííer  diver- 
fa  dalla  precedente  ,  fe  non  che  i  femidiametri  fono  iiu, 

queílo  cafo  eguali  ciafcheduno  altej/aa  —  bbzz  m.  Se  foíle 
poi  bbzzaa  y  il  luogo  farebbe  alia  linea  retta  5  come  e 

4 

chiaro  . 

i2p.  Per  riconofcere  ,  e  coílruire  le  equazioni  della 
terza  fpecie  ;  fa  d'uopo ,  porto  da  una  parte  del  fegno 
d'egualitá  il  quadrato  di  una  delle  incognite  refo  pofitivo, 
e  libero  da  frazioni  ,  e  coefficienti  con  il  rettangolo  delle 
ftefle  ,  e  dall'altra  parte  il  rimanente  de*  termini ,  aggiun- 
gere  al  primo  membro  (e  per  confeguenza  al  fecondo  an- 
cora )  ule  funzione  dell'altra  incógnita  y  onde  eíTo  primo 

mena- 
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mcmbro  fia  un  quadrato ,  indiporre  la  radice  di  eíTo  egua- 
le  ad  una  nuova  incógnita,  e  fare  la  foftituzione,  con  che 
averaffi  l'equazione  ridotta  all'  efpreílione  piu  femplice  ,  o 
ad  una  dclie  due  fpecie  di  fopra  . 

Cosí  neli'  equazione  ,  per  efempio  5  zz  —  zbzy  =  ay 

a 

aggiungendo  hbyy  ad  ambi  i  membri,  fará  il  primo  mem- 

aa 

bro  un  quadrato  ,  la  di  cui  radice  z  —  by  fi  ponga  eguale_# 

a 

ad  una  nuova  incógnita  p  ,  e  fatta  la  fofiituzione  y  fará  l'e- 
quazione pp~bbyy_+>ay  ,  che  é  della  feconda  fpecie  . 

a  a 

130.  Ma  devefi  avvertire  y  che  alie  volte  quefta  nuo- 
va incógnita ,  che  fi  vuole  introdurre  ,  deve  eííere  affetta^ 
da  qualche  coefficiente  coftante,  altrimenti  farebbero  mol- 
to  imbrogliate  le  coflruzioni  ,  e  pero  nel?  equazione  3  per 
efempio  ,  xx±  2bxy  +■  bbyy  =  ±fy±.bx,  il  di  cui  primo 

a  aa 

membro  fenz'altro  aggiungere  é  giá  un  quadrato  ,  che  á 
per  radice  x+^by,  fe  non  vi  foflfe  il  termine  hx  3  o  eíTen- 

a 

dovi ,  fi  voleíTe  eliminare  eíTa  x  dall*  equazione,  col  porre 
in  luogo  della  x  il  fuo  valore  cavato  dalla  fofiituzione  fat- 
ta ,  di  modo  che  foíTe  efpreíla  per  la  nuova  incógnita  9  e 
per  la  y  con  le  coítanti ;  fi  faccia  puré  la  foítituzione 
xizbyzzz  ♦ 

a 

Z  2  Ma 
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Ma  non  eíTendovi  il  termine /y,  o  fe  eíTendovi  fi 
voleíTe  eliminare  la  y  ,  fi  de  ve  fare  la  foílituzione 
x±-byzzbz.  E  cosí  rifpettivamente  fe  1' equazione  foíTe 

a  a 

y  y  ¿  ibxy  +-  bbxx~±fy  ±:  £w ;  non  eílendovi ,  o  volendoíl 

a  aa 

eliminare  il  termine  fy9  fifaccia  la  foftituzione   ±:  bxr=z; 

a 

ma  non  eíTendovi,  o  volendofi  eliminare  il  termine  hx , 
fi  faccia  la  foftituzione^±:¿A;  —  bz  . 

a  a 

Generalmente  non  eíTendovi  nell'equazione  ilrettan- 
golo  delle  coíknti  nell*  incógnita  ,  per  cui  é  ftata  ordinata 
T  equazione  ,  o  fe  eíTendovi  fi  voglia  eíTa  incógnita  elimi- 
nare ,  fi  ponga  la  radice  del  primo  membro  eguale  ad 
una  nuova  incógnita  .  Ma  non  eíTendovi  il  rettangolo  del- 
le coftanti  nell'altra  incógnita,  per  cui  non  é  ftata  ordina- 
ta 1' equazione 5  o  fe  eíTendovi  fi  voglia  eliminare  eíTa  in- 
cógnita ;  íi  ponga  la  radice  del  primo  membro  eguale  ad 
una  nuova  incógnita  moltiplicata  nelia  meta  del  coeficien- 
te coftante  del  fecondo  termine  del  primo  membro . 

E  S  E  M  P  I  O  V. 

Sia  P  equazione  yy+  2bxy+  bbxx  —  ex  .  Si  faccia-. 

a  aa 

y+  bx  —  z,  e  fara  V  equazione  zz  —  cx  alia  parábola  apol- 

a 

loniana  .  Se  Vangolo  delle  coordínate  x0  y  della  propoíla 

equa- 
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equazione  non  foíTe  dato  ,  ma  foíTe  arbitrario  ,  farebbe_* 
chiara  la  coftruzione  del  luogo  ;  imperciocché  fulla  retta^ 
indefinita  AB  defcritto  ii  triangoló  ifolcele  ACD(  Fig.  ¿6.) 
colla  bafe  CD  —  b,  ed  i  lati  ACzzazzAD ;  ed  ai  diámetro 
AB,  col  parámetro  ~c9  con  le  ordinate  parallele  a  DC 
deferitta  la  parábola  apolloniana  deli*  equazione  ridotta  zkhi 
ex ;  prendendo  una  qualunque  affiíTa  AB=  x,  farebbe  B  M—  z; 
ma  per  i  triangoli  íimili  ADC,  ABE  ü  á  E Bzzbx ,  ed  é, 

a 

per  la  foftituzione  fatta  ,  y  —  z — bx=EMa  e  di  piü 

a 

AE-AB—x  ;  dunque  fulla  indefinita  AE  prefa  una  qua- 
lunque afíiíla  AE  —  x,  la  corrifpondente  ordinata  EM  po- 
íitiva,  e  negativa  fará  la  y  dell' equazione  propofta. 

Ma  perché  fi  fuppone  dato  l' angolo  delle  coordínate 
x,y,  a  nnlla  ferve  la  fuddetta  coftruzione ,  e  pero  fi  pro- 
ceda* cosí:  Sulla  indefinita  AB  fi  deferiva  il  triangoló 
ACP  con  1'  angolo  A  CP  eguale  al  fupplemento  del  dato 
angolo,  che  devono  fare  le  coordínate  dell* equazione  pro- 
porta ,  e  fia  AC—a¡  CPzzb  .  Prodotta  AC  indefinita- 
mente ,  e  prefa  una  qualunque  AE~x,  fará  (  futa  KK 
parallela  a  PC)  EH~bx,  quindi  fe  HK  foífe  =z  ,  fareb- 

a 

be  EKziy  ,  ed  AF9  EK  le  coordínate  x,  y  dell* equa- 
zione propofla,  e  nel  dato  angolo;  ma  le  HK  non  pollo- 
no  eíTere  le  z  dell*  equazione  ridotta  cxzzzz,  quando  non 
fiano  ancora  le  aíMe  A  H  eguali  alia  x,  e  non  giá  le  AE. 
Si  avverta  pero  che  AHfoik  =APX  x,  cioé  ~fx  (  chia- 
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mata  AP-f,  giacché  nel  triangolo  A  CP  eíTendo  dati 
il  lato  AC,  il  lato  CP,  e  l'angolo  ACP  ,  é  data  puré  la 
AP)  onde  la  curva  cosí  defcritta,  chiamando  A E  ¡3  x , 
ed  HK  —  z,  ci  darebbe  l'equazione  cfxzzzz,h  quale  fa- 
<  T" 

rebbe  appunto  la  noftra  ridotta,  fein  luogo  del  parámetro 
c  fi  aveíTe  defcritta  la  curva  col  parámetro  ac_.  Adunque 

T 

per  coftruire  il  luogo  propoflo;  fulla  indefinita  AB  fi  de- 
ferí va  il  triangolo  A  CP  coi  lati  AC-a,CP-b,e  l'ango- 
lo A  CP  eguale  al  fupplemento  dell'angolo  ,  che  devono 
fare  le  coordínate  dell*  equazione  proporta ;  indi  al  diáme- 
tro AB,  col  parámetro  zzac  ,  cioé  eguale  alia  quarta  pro- 

7 

porzionale  di  AP,  di  AC,  e  del  parámetro  dell' equazio- 
ne ridotta,  ( il  che  é  genérale  qualunque  volta  il  luogo  é 
alia  parábola  )  e  con  le  ordinate  parallele  a  P  C  fi  deferi- 
va  la  parábola  apolloniana ;  prefa  fulla  indefinita  AE  una 
qualunque  AE  —  x,  fará  EK  pofitiva  e  negativa  —y,  e  la 
curva  il  luogo  dell*  equazione  propolla.  Ed  in  fatti  fará 

HK  eguale  al  prodotto  del  parámetro  in  AH ,  cioé 

yy  +■  2bxy  +-  bbxx  zz  acfx  —  ex  . 
a  aa  af 

Si  uíi  lo  fleíTo  artifizio  nell'altre  equazioni  all'iperbo- 
la  ,  ed  aU'elliífi  rifpetto  ai  loro  diametri,  e  parametri ; 
con  la  fola  difierenza,  che  in  quefte  il  diámetro  trafverfo, 
©  conjugato  ,  fecondo  che  quello,  o  quefto  fi  deve  varia- 
re 


ANALITICHE.  i23 

re  (  e  fará  fempre  quello  ,  a  cui  appartiene  il  man- 
gólo A  CP)  fará  la  quarta  proporciónale  di  AC,  di  AP,  e 
del  diámetro  trafverfo,  o  conjugato  dell'equazione  ridot- 
ta  ;  ma  rifpetto  poi  al  parámetro  ,  quando  per  eíTo  fia 
data  l'equazione  ,  variato  il  diámetro  trafverfo  nel  modo 
detto,  fará  eíTo  la  quarta  proporzionale  di  AP3  di  AC,  e 
del  parámetro  dell'equazione  ridotta;  che  fe  non  al  día- 
metro  trafverfo,  ma  al  conjugato  appartenga  il  triangolo 
A  CP  (eíTendo  data  l'equazione  per  il  parámetro)  fará 
eíTo  la  terza  proporzionale  del  parámetro  dell'equazione 
ridotta,  e  di  AP  ,  come  fácilmente  íi  conofcerá  dagli 
Eicmpj  « 

ESEMPIO  vr. 

Shyy  +-  ibxy  +  bbxx  zzbx  —  ce —  rey .  Fatta  la  fofíitu- 

a  aa 

zione  di  y  +•  bx  —% ,  fará  zz  —  bx — ce —  icz  +•  ibcx  ,  cioé 

a  a 

zz  -h  icz  4-  ce  —  abx  +-  ibcx9  e  fatta  di  nuovo  Paltra  foftitu- 

a 

zione  z  +  c=q  9  fará  finalmente  qq  =  ab-^ibeX  equa- 

a 

zione  alia  parábola  apolloniana.  Ma  per  coftruirla  relati- 
vamente alie  noftre  coordínate  x,  y  :  fulla  indefinita  BH 
(F/g.57.)  fi  coílruifca  il  triangolo  BDCcoi  lati  BDzza , 
DC=b,  e  con  l'angolo  B  DC  eguale  al  lupplemento  dell* 
angolo  ,  che  devono  fare  le  coordínate  x,  y  dell'equazio- 
ne propoíta ;  fi  producano  BD  yBC indefinitamente  ,  dal 

punto 
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punto  B  fi  abbaffi  BA  parallela  a  D  C,  ed  eguale  a  c,  indi 
col  vértice  A,  al  diámetro  AE  parallelo  a  BC,  e  con  le 
ordinate  EP  parallele  a  CD  fi  deícriva  la  parábola  apollo- 
niana  P  A  P  col  parámetro  zzab+~  ibc  (  intendendo  per  / 

? 

la  nota  B  C) ,  e  fulla  indefinita  £  F  prefa  una  qualunque  af- 
fuTa  BFzzx,  fara  BH-AE-fx  ,  ed  EP  =  q,  e  peró 

'^f<K^^íf¿.t'  ffe  ^  ^IT^Éfe  fililí  jífíPr-  Wjfeí ft  '  OÍI^flX 

HP  —  q  —  c=z,  ed  FHzzbx;  adunque  FP  —  z — bx~y 

a  & 

pofitiva,  e  negativa  quaftdó  lia  Af  maggiore  di  jBO?ed 
ambe  le  ordinate  negative  qüahdó  fia  #  minore  di  JÍO  . 

Se  nell'equazionc  propoíla  il  rettangolo  icy  foíTe  ñíL- 
10  affetto  dal  fegno  poiitivo,  allora  la  feconda  foftituzione 
farebbe  ñata  z  —  c  —  q,  ed  il  parámetro  della  parábola 
eguale  ad  ab —  ihc>  e  perófatte  le  fteíTe  cofe,  come  fopra, 

in  vece  di  condurre  B  H  al  di  fopra  della  A  E  9  diámetro  , 
s'averebbe  dovuto  condarla  al  di  fotto,  e  fopra  di  eíTa-. 
fare  il  triangolo  BDC ,  come  mortra  la  Fig.  58.  Che  fe  in 
oltre  foíTe  ftato  negativo  il  termine  zbxy,  la  prima  fofti- 

a 

tqzione  farebbe  ftata  y  —  fo^—z  ,  e  peró  yzzz+bx  . 

a  a 

Adunque  in  queflo  fuppofto  si  rifpetto  alia  Fig.  ff.  ,  co- 
me alia  58.  il  triangolo  BDC  dovrá  farfi  al  di  fotto  della 
£H,  com' é  BdC9  quindi  prefa  fopra  Bd  prodotta  uní 
qualunque  Bf—x,  ízxkfP—y,  avvertendo  peró ,  che  m 

.  queño 
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quefto  cafo  l'angolo  BdC  non  dovrá  faríi  eguale  al  fupple- 
mentó  ,  raa  alio  fleíTo  angolo ,  che  devono  fare  le  coordí- 
nate deli'equazione  . 

E  S  E  M  P  I  O  VII. 

Sia  xx  +  ib xy  +■  bbyy  b  ex  +  ch  .  Fatta  la  foftituzione 

a  aa 

x  +■  by—bz  9  fará  bbzz  —  cx+-cb,  e  facendo  x  +■  b  —p ,  fará 

a       a  aa 

zzzzaaep,equzz\one  alia  parábola  apolloniana.  Sulla  inde- 
Tb 

finita  AC  fi  de.fcriva  il  triangolo  APQ  coi  lati  AP—by 
PQzza,e  l'angolo  APQ  eguale  al  fupplemento  dell' an- 
golo ,  che  devono  fare  le  coordinate  dell'  equazione  pro- 
pofta  (Fig.  55>.)j  e  fí  chiami  al  folito  la  nota  AQzzf.  Si 
producano  AP,AQ  indefinitamente,  e  íi  prenda  AHzzb, 
c  fi  conduca  HB  parallela  a  PQ.  Dal  punto  £  ÍI  tiri  BD 
indefinita  e  parallela  ad  AP,  e  col  vértice  ^  ,  al  diáme- 
tro AC  j  col  parámetro  zz¿mc9  e  con  le  ordinate  CAÍ  pa- 

H 

rállele  a  P£  fi  deferiva  la  parábola  MAM.  Prefa  una  qua- 
lunque  AE  zzp,  fará  CMzzz,  dunque  HE  ,  o  fia  BD  , 
fará  =:     e  DCzzax  (  per  i  triangoli  fimili  APQ,  BDC) 

b 

dunque  DM~z~  axjzzy  poíitiva  ,  e  negativa  ,  e  le  B  D  , 

D  M  le,  coordinate  dell'  equazione  propofta  . 

A  a  Se 
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Se  l'equazione  folie  ftata  xx  +•  rbxy  +■  bbyy~cx~cb, 

a  aa. 

fatta  la  fleíTa  prima  foftituzione  dell'equazione  anteceden- 
te ,  íi  averebbe  bbzz  —  ex  —  ch ,  e  ponendo  x  —  h  —p ,  zz— 

a  a 

—  aacp  ,  che  é  la  fteíTa  di  prima  ,  né  vi  é  altra  differenza  , 

bb 

fe  non  che  nel  primo  cafo  fi  á  x—p—h,  ed  in  quefto 
x  ~  p  +•  h\  vale  a  diré  ,  che  in  quefto  cafo  il  vértice  della 
parábola  deve  eíTere  in  B  ,  e  l'origine  delle  x  nel  punto  .4 
prefe  full*  indefinita  AE  . 

ESEMPIO  VIII. 

Sia  xx  +■  zbxy  4-  bbyy  —  ch  —  ex  .  Fatta  la  foftituzione 

a  a  a 

x+-by~  bzy  fara  l'equazione  bbzz  =:  c&  —  cx3  e  polla  x—p9 

a       a  aa 

fara  zz  ás  ¿wcp ,  equazione  alia  parábola  . 

Sulla  indefinita  A  H  fi  deferiva  verfo  H  il  triangolo 
^ÍP<2  coi  lati  AP-b,  PQ-a,  e  l'angolo  P£>  eguale 
al  fupplemento  dell'  angolo  ,  che  devono  fare  le  coordina- 
te  dell' equazione  propoíU  (Fig.  60.),  c  íi  chiami  la  nota 
jiQ—f.  Si  producá  AP ,  e  íi  prenda  AE  —  h,e  s'abbaíTi 
EH  parallela  a  PQ  ;  col  vértice  H  al  diámetro  HA  ,  con 
le  ordinate  CD  parallele  a  PQ  ,  e  col  parámetro  —  aac  íi 

W 

de- 
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defcriva  la  parábola  apolloniana  .  Prefa  una  qualunque_* 

EB—p,  fará  AB—b—p  ~x,  BC~ax,  CD~z,  dunque 

T 

BD  =  z- ax  —  y  pofitiva ,  e  negativa ,  prendendo  x  tra  i 

T 

punti  A  ed  O  ,  ed  ambe  le  ordinatejr  negative,  prenden- 
do  x  ohre  il  punto  O.  Prodotta  indefinitamente  nella  par- 
te oppofta  al  punto  E  la  retta  AE,c  prefa  una  qualunque 
Eb—p  pofitiva  maggiore  di  AE,  far*  Ab  —  b  —  p=:x9 
quantita  negativa ,  onde  in  quefto  cafo  le  x  negative  fa- 
ranno  da  A  verfo  e  ,  e  le  pofitive  di  A  verfo  E  ,  ed  alia 
medefima  x  negativa  corrifponderanno  due  ordinate  bD, 
bD  eguali  ad  y  ,  pofitiva  l'una  ,  e  negativa  l'altra  . 

Se  in  quefti  due  ultimi  Efempj  ,  ficcome  negl'altri , 
che  verranno  in  appreíTo,il  rettangolo  delie  due  coordína- 
te foíTe  affetto  dal  fegno  meno ,  vi  fi  faccia  fopra  la  confi- 
derazione,cheíl  é  fatta  al  fine  dell'Efempio  6.,  il  che  bafti 
d'avere  una  volta  avvertito. 

ESEMPIO  IX. 

Sia  yy—  zbxy    bbxx~xx  —  aa  .  Fatta  la  foftituzione 

a  a» 

üiy  —  bx  —  z,  fará  l'equazione  zz  —  xx  —  aa  all'iperbola 

Sulla  indefinita  EE  fi  deferiva  il  triangolo  ACH9  e  fiíu 
AC  —  a,  CH~b  ,  e  l'angolo  ^CHeguale  al  dato  anzolo 
delle  coordinare  dell' equazione  propolla.  Si  producá  in- 

Aa  2  defi- 
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definitamente  AC  d'ambe  le  parti  del  punto  A  .  Col 
centro  A9  col  femidiametro  trafverío  AH~f,  col  conju- 
gato  ~a  fi  deferí  vano  le  oppofte  iperbole  con  le  ordinate 
parallele  a  CH  (F/g.  61.)  .  Prefa  una  qualunque  AB~x 
pofiriva  5  fará  BEzzbx,  ma  EDzzz,  dunque  BD  —  Z+* 

a 

bx  —y  poíitiva.  Prefa  poi  nell'iperbola  l'ordinata  z  nega- 

a 

tiva,  cioé  —KM',  fará  allora  y  eguale  alia  differenza  tra^ 
EB9  ed  EMy  cioé  eguale  aBM;e  pero  negativa  quando 
x  lia  maggiore  di  A  O  •  Adunque  ad  una  qualunque  aíTjíTa 
poíitiva  maggiore  di  AO  corrifponderanno  due  ordinate  , 
una  pofitiva  ,  negativa  l'altra;  ed  ambe  le  ordinate  faran- 
no  pofitive  quando  fia  x  minore  di  AO.  Ma  quando  íi 
prenda  la  x  negativa ,  cioé  dalla  parte  del  punto  Q  ;  allo- 
ra avvertaíi  ,  che  fará  QE  negativa  ,  imperciocché  fará 
1' analogía  AC  (a),  CH  (b):iAQ  QEzz~bxy 

a 

adunque  fe  QEzz~bx9  prefa  z  pofitiva  ~ED,  fará 
z+-bx  zz  QD  zzy  poíitiva  ,  e  prefa  z  negativa  9  fará 

a 

—  z~bx  —  Q Muy  negativa  • 

a 

ESEMPIO  X. 

Sia  yy  —  ibxy  +  gxx  —  hh \  aggiungendo  bbxx  ,  fará 

yy  —  ibxy  +-  bbxxzz  hh  —gxx  -h  bbxx  ,  e  fatta  la  foftituzio- 

(i  (l(l  a  aa  +lf> 
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ne  y  —  bx  —  z  ,  fará  zz~bbxx — gxx+-bb  ,  e  ponendq 

4  aa  a 

bb—ag— mm ,  fará  zz  —  mmxx  +•     ,  cioe  zz  —    ==  mmxx, 

aa  aa 

equazione  all'  iperbola  . 

Sulla  indefinita  DD  fi  defcriva  il  triangolo  ABC 
coi  lati  AB  —  a  ,  5 C=¿,  e  l'angolo  ABC  eguale  all'anr 
golo  ,  che  devono  fare  le  coordínate  dell'  equazione  pro- 
poíla  ( Fig. 61. ) ,  e  fia  =/ la  nota  AC.  Per  lo  punto  A  fi 
conduca  1' indefinita  PP  paralíela  a  BC\  e  coi  centro  A  , 
col  diámetro  trafverfo  QQ  —  tb,  col  conjugato  —  zbf  pre- 

fo  nella  retta  £E,  ai  vertici  Q,  Q  fi  defcrivano  le  due  op- 
pofte  iperbole  HQH;  prefa  una  qualunque  AD-x , 
e  condotta  DH  paralíela  a  BC  ,  fará  EH—z  —  AP  ,  e 
DE-bx  ;  dunque  DH—z-h  bxzzy,  e  le  yíD,  DH  fa- 

ranno  le  coordínate  dell' equazione  propofia  . 

ESEMPIO  Xí. 
Sia  yy  +-  ibxy  +■  bbxx  —  zbxx  +-  bb  .  Fatta  la  foftituzio- 

a  aa  a 

ne  di  y  -t-bx  -z  ,  fará  1' equazione  zz  -  zbxx -^bb  ,  cioé 

~  — — .  ['  o 

<Z  -O  Ir      *  t "*    J    ■  i 

zz — bb  —  ibxx ,  all'  iperbola  . 

a  X.'Uíi;  i  "5  t  BVrJlIOQ  £l£í  Íj^fUDlQ 'fl£t 

Sull' indefinita  fi  defcriva  il  ttiungolo  AEP  , 
(F/g.  <?3.)  e  fia  ^£  =  ¿,  EP  =  b,  e  l'angolo  ii 

fup- 
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fupplemento  dell'angolo,  che  devono  fare  le  coordínate 
dell'equazione  propofta  .  Prodotta  d'  ambe  le  partí  inde- 
finitamente la  retta  AE ,  e  chiamata  al  foliro  la  nota_. 
jiPzzf,  fi  defcrivano  col  centro  Ay  col  lemidiametro 
trafverfo  Alzib  parallelo  a  PE}  e  col  parámetro  —ff  lo 

a 

oppofte  iperbole  IC,  ic  ;  prefa  una  qualunque  ABzzx, 
fará  BDzzbx, nía CD zzFAzzz;  dunque  B  C^z  —  bx-y . 

Prefa  z  negativa  ~DG  fará  J3G:=; — z  +-bx~ — yy  e  pero 
-3iq  Hs^  oJ$güfríotv  lop  ¿*  dz  >},  cii^vrs'jj  óii §ío £ 
alia  íleíTa  x  pofitiva  corrifponderanno  due  ordinate  y  ¡  una 
pofitiva,  l'altra  negativa  5  prefa  la  x  fra  il  punto  A  ,  ed  il 
pumo  H;  prefa  poi  la  x  fra  i  punti  H,  ed  L,  faranno  arn- 
be  le  ordinate  y  negative,  e  di  nuovo  una  poñtíva  ,  e-> 
negativa  l'altra  ¿  prefa  la  x  maggiore  di  AL . 

Prefa  poi  la  Ab~—~x  ¡  fará  (bd)  — — bx  >  e  pero  ef- 

fendo  (Jg)  =  z,  fará       =  z —  bxzzy  y  e  prefa  z  negati- 

va  zz(dc),  fará  (&)  = — zh-  bxzz — y,  adunque  alia  (lefia 

-  a  -'   "  * 

Ab~x  negativa  corrifponderanno  due  ordinate  y,  una_, 
pofitiva,  l'altra  negativa,  prefa  la  x  minore  di  Ah\  ambe 
faranno  le  ordinate  pofitive  fra  i  punti  h3  ed  /  ;  e  di  nuovo 
un'ordinata  fará  pofitiva ,  e  l'altra  negativa,  prefa  la  x 
níaggiore  di  Al;  e  pero  le  iperbole cogi  deferirte  faranno 
il  luogo  della  propoíU  equazione  . 

ESEM- 
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ESE  M  PIO  XII. 

Sfayy    2bxy  +•  bbxxucc  —  xx+-  zbx  —  hh  .  Fatta  la-. 

a  aa 

foílituzione  y~+bx^z,  fará  zz~ ce  —  xx-t-ibx  —  bb  ,  e_* 

a 

fatta  I'altra  foílituzione  x  —  h  —  p  ,  fará  finalmente^ 
zz^cc—pp,  equazione  air ellííli ,  e  non  al  circolo,  quan- 
tunque  ne  abbia  l'apparenza,  e  la  ragione  fi  é,  perche 
non  folo  le  coordínate  /?,  z  non  formano  angolo  retto, 
ma  né  meno  fono  in  angolo  tra  loro,  dovendo  l'una  eíTe- 
re  AC9  l'altra  BTy  come  íi  vede  nella  coftruzione,  chc> 
fegue;  e  pero  fulla  indefinita  EB  fi  deferiva  il  triangolo 
EDF  (Fig.  6$.  )  coi  lati  ED~a,  DF  —  b,  e  Pangólo 
ED  F  eguale  all' angolo ,  che  devono  fare  le  coordínate-* 
dell*  equazione  propofta,  e  fi  chiami  =/  la  nota  E  F .  Si 
producano  indefinitamente  ED,  EF,  c  prefa  EP^zb,  fi 
conduca  PA  indefinita,  e  parallela  a  Dí7,  e  dal  punto 
A  la  AG  parallela  ad  EP  .  Col  centro  Ay  col  diámetro 
trafverfo  MN  =  2rf,  col  diámetro  conjugato  R  R  parallelo 

a  DF,  ed  ~ic  fi  deferiva  1'eIiiíB  MRNR  ,  prefa  una^ 
qualunque  AC—p¡  fará  EQ  —  x9  e  peró  BQzzbx, 

BT=z  ,  dunque  QT  =z  +  bx~y,  e  le  ££,  QT  le  coor- 

<* 

¿tíñate  dell*  equazione  propoíia« 

ESEM- 
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ESEMPIO  XIII. 
Sia  Pequazione  ^ -t-  bxy  +  xx+-cy+-lx  —  a%—  o  .  Ag- 

a 

giunto  all'uno,  ed  all*  altro  membro  il  quadrato  bhxx  3 

$aa 

fará  yy  +•  bxy  +-  bhxx  ~  bhxx  ~  xx  —  Ix  —  cy  +■  ag  ,  e  fatta  la 

<?  4  a  a       4  a  a 

foftituzione  y  +~  bx  zz  z  ,  fará  =  ¿¿w*  —  444**  •+ 
bcx-^alx  —  cz-hag  . 

Sia  per  efempio  qaa  maggiore  di  bb  ,  e  fi  ponga^ 
£¿~4¿¿z:z;  —  wi  e  be  —  ial^h ,  iará  ,  aggiunto  ad  ambi  i 

4  a  a  n  za 

membri  cc¡  zz+>cz  +  cczz  —  mxx  +»  bx+-  ag+-  cc%  c  fatta-* 

4  4  n  4 

la  foftituzione  z  +*c~p 9  fará  pp  —  ~  mxx  -hbx+~ag-h  cc% 

1>  u  ¿t 


cioé  ~  nPP  *-cc+  agY^xx^nhx^  y  ed  aggiunto  all*  uno 


m        4  771 


ed  all'  altro  membro  nnhh  ,  fará  —  npp-*-cc+-agXn  + 

qmrn  w         4  m 

nnhh~xx-'nhxjr  nnhb9  e  fatte  finalmente  le  foñituzioni 

»f  4 mm 


di  a;  —  »¿  b¡  q  ,  e  di     -f.  tfg  X  »  +  nnhh  —  ee  ,  íl  avrá  npp  áfc 

zm  4  w       4  uro?  m 

~ee  —  qq,  equazione  all'  ellifll  • 

Sulla  indefinita  AC  fi  deferiva  il  triangolo  ASF , 
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6 '5-)  e  fia  ^5  =  SFzib,  e  Pangólo  ASF  egualc 
al  fupplemento  dell'angolo  ,  che  devono  fare  le  coordina- 
te  dell'  equazione  propofta ,  e  fi  chiami  f  la  nota  A  F. 
Sulla  AS  indefinitamente  prodotta  prefa  AR  —  bn,  fi  ciri- 


zm 


RQ  indefinita  ,  e  parallela  ad  SF9  e  dal  punto  Q  ii  tiri 
Tindefinita  QO ,  c  parallela  ad  AS,  e  fi  faccia  QMzz-^c, 
e  per  lo  punto  M  condotta  HV parallela  ad  AQ,  col  cen- 
tro M,  col  diámetro  trafverfo  HIT—  ef,  col  parámetro 

a 

—  ^aem  fi  deícriva  l'ellifíi  HNFK;  prefa  una  qualunquo 
RDzzq,  fará  PAT=f,  e  peróy/D-*,  DC=.bx,CN-zy 


dunque  DN  —z  —  bx—y . 


2  0 


Qui  fi  noti,  che  fe  Pangólo  delle  coordínate  foffetale, 
che  Pangólo  A  FS  diveniíTe  retto ,  ed  in  confeguenza  Pan- 
gólo MP  N  ancora  ,  allora  farebbe  qaa  —  bb  —  jf ,  ondo 
tn  —  ^aa  —  bb—jf,  e  peró  farebbe  il  parámetro  ¿\aem—ef9 

n  4 « a         qaa  fn  a 

cioé  eguale  al  diámetro  trafverfo  ;  adunque  eíTendo  di  piü 
retío  Pangólo  MP  N,  PelliíTi  paílerebbe  ad  eíTere  un  cir- 
colo  del  diámetro  ef. 

131.  Rifpetto  alie  equazioni  dell'  iperbole,  che  fi  vo- 
gliano  ,  o  fi  debbano  coflruire  fra  gli  alintoti ,  fi  coníide- 
riño  tutie  comprefe  nelle  qnattro  feguenti  : 

B  b  gxx 
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gxx  +.  xy  —  ab±.mx¿zny , 

~ 

— gxx  +-  xy  —  ab  ¿¿  mx  ±,  ny , 

b 

gxx  —  xy  —  ab±.mx±.ny, 

h 

—  gxx  —  xy  —  ab~mx  ±.  ny . 
~  b 

E  S  E  M  P  I  O  XIV. 
Sia  in  primo  luogo  gxx  +•  xy~ab  +  mx+-ny  ,  in  cui 

prendo  puré  pofitivi  tutti  i  termini  dell'omogeneo  di  com- 

parazione  .  Fatta  la  íbítituzione  gx  +-y  —  z ,  averaííi  zx  zz 

T 

—  mx+-  nz  —  ngx+-ab>  e  fatta  l'altra  foftituzioue  z  —  m  •+ 

~T~ 

ngzzp  >  fará  px^np  +•  mn  +•  ab  —  nng  ¡,  e  di  nuovo  fatta  la 
T  IT 
terza  foílituzione  x  -  n  ~  q  ,  fará  finalmente  pq  —  ab  ■+ 
—      .  Suppongo  ,  che  fia  áb  +  mn  —  nng  quantitá  po* 
IT  b 
fitiva  .  Sulla  indefinita  NN9  al  punto  A  prefo  ad  arbitrio 
fi  defcriva  il  triangolo  ABC  coi  lati  AB  —  h,  BC—g3  e 
l'angolo  ABC  eguale  al  fupplemento  <tell' angolo ,  che  de- 
vono  fare  le  coordinare  dell' equazione  propofta;  e  fi  chia- 
mi  la  nota  A  C—¡.  Al  punto  A  fi  alzi  A  D  parallela  a  BC, 
cd  —m  —  ng,  come  nella  Fig.66.  qoando  fia  m-  ng  quan- 
T"  "T 

tita 
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tita  pofitiva  ;  e  fi  abbaffi  A  D,  come  nella  Fig.  67.  quando 
fia  m  —  ng  quantitá  negativa  ,  a  cagione  della  fortituzione 

T 

fatta  di  z  —  m  +  ng—p.  Per  D  fi  conduca  PP  indefinita  , 

~~b 

e  parallela  ad  AC,  e  fulla  AB  prodotta  fi  prenda  AE  —  ti, 
e  per  E  fi  conduca  TT  parallela  a  BC.  Fra  gli  afintoti 
PP  ,  TT  fi  defcrivano  le  due  oppoíle  iperbole  RR  del 

rettangolo  cortante  —ab-^mn  —  nngXf,c\oh  il  quarto  pro- 

~b~  T 

porzionale  di  AB,  di  AC,  e  del  rettangolo  cortante  deil' 
equazione  ridotta  ;  prefa  una  qualunque  EQ~q  ,  fará 
PM-fq,  e  PR-p,  e  pero  AQ-q+n  -x\  roa  PiV- 

AD  ~  m  —  ng ,  d\mc[üe  NR  — p+- m  —  ng  ~  z,  e  perche 

T"  X 
£  Nzzgx ,  fará  finalmente  £>  R  £  z  —  gx  —y ,  e  le  due  AQ , 

~¿~  IT" 
QR  le  coordínate  dell*  equazione  proporta  .  Prefa  a?  pofi- 
tiva ,  quando  lia  minore  di  AE,  hiky  negativa ;  quando 
fia  maggiore  di  AE,e  minore  di  AO,  üúy  pofitiva;  c 
quando  fia  maggiore  di  A  O  ,  fará  y  negativa .  Prefa  x  ne- 
gativa ,  allora  fará  QN  —  —  gx  quantitá  negativa  ,  adun- 

b 

que  y  =  z—      fará     A7R  4-  NQ;  e  pero  quando  nega- 

>■> 

tiva  fia  minore  di  AO ,  fará  j  negativa  ;  e  quando  tila  fia 
maggiore  di  AO  9  fará  la^  pofitiva  . 

Ma  fe  il  fecondo  termine  dell'omogcneo  di  compara- 

Bb  2  zione 
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zione  foíTc  negativo  ■  cioé  fe  l'equazione  foíTe  gxx-h  xyzz 

b 

=  ab  —  mx  +■  ny  ;  allora  la  feconda  foftituzione  farebbe_, 
z  —p  •~m~~ng,  c  l'equazione  ridotta  pq  —  ab~+  mn  —  nng. 

17  b 

Supporto  adunque  ,  che  ab—mn  —  nng  fia  quantitá  poftti- 

va  ,  defcritte  come  nella  Fig.  6j.  le  iperbole  RR  ,  ma  del 
rettangolo  cortante  ab  —  mn—  nngXf,  e  prefa  AD —  m+-  ng, 

~~b~     J  ~b~ 

faranno  cíTe  nello  íleíTo  modo  ii  luogo  dell*  equazione.. 
proporta  . 

Se  l'equazione  propofla  aveíTe  l'ulcimo  termine  affet- 

to  dal  fegno  negativo;  cioé  fe  foíTegATAr  +  xy—ab+z  mx—  ny9 

~~b~ 

la  terza  foftituzione  da  faríl  farebbe  x+-n  —  q,  dove  che_# 
prima  era  x  —  n  —  q  ,e  pero  muterafíi  la  poíizione  del  pun- 
to A,  origine  delle  x .  Adunque  nella  Fig.  68.,  fe  il  valo- 
re di  AD  é  poíitivo ,  e  nella  Fig.  69.,  fe  é  negativo,  pro- 
dotto  in  E  il  lato  BA  del  folito  triangolo,  onde  fia  AE—n9 
íi  defcrivano  fra  gli  afintoti  TT,  PP  le  iperbole  del  loro 
competente  rettangolo  cortante  ,  cioé  quando  nell'  equa* 
zione  il  termine  mx  é  afietto  dal  fegno  politivo  ,  del  ret- 
tangolo cortante  —  ab  —  mn  —  nngXft  e  quando  per  l'op- 

~V  T 

pollo  é  affetto  dal  fegno  negativo ,  del  rettangolo  cortan- 
te — ab  +  mn  —  nng  X/,  e  prefa  nel  primo  cafo  AD  zz  m-+ng, 
b       h  T~ 

c 
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e  nel  fecondo  AD  —  ng  —  m,  faranno  nello  íleíTo  modo  il 

"'^^^ 

luogo  dell'  equazione  propofta  . 

Fino  ad  ora  ó  fupporto ,  che  il  rettangolo  cortante.* 
dell'  equazione  ridotta  fia  quantitá  pofitiva  ;  ma  quando 
foíTe  quantita  negativa  >  non  farebbe  diííimile  la  cortruzio- 
ne  9  avvertendo  folo  di  defcrivere  le  iperbole  negli  altri 
due  angoli  relativamente  al  rettangolo  cortante  ,  che  dará 
l'cquazione  ridotta,  prendendo  la  linea  AD  pofitiva,  o 
negativa  fecondo  il  valore ,  che  dará  la  fteíTa  equazione^, 
ed  il  punto  A  alia  finirtra  5  o  alia  deftra  dell'  afintoto  TT 
conforme  fará  pofitivo  ,  o  negativo  l'ultimo  termine  ny 
dell*  omogeneo  di  comparazione  ¿  come  moftrano  le  Fi- 
gure 66.  6j.  68.  e  69. 

II  termine  cortante  ab  é  rtato  preíb  fin'  ora  fempre 
pofitivo  ;  ma  quando  anche  fi  prenda  negativo  ,  neíTuna 
alterazione  puó  egli  fare  ,  fe  non  rendere  negativo  il  ret- 
tangolo cortante  delle  equazioni  ridotte  ,  il  qual  cafo  giá 
é  rtato  cortruito  •  Rerta  adunque  generalmente  cortruita^ 
la  prima  delle  quattro  equazioni  proporte  ,cioé  gxx  ^  xy= 

ab  ±1  mx  ±z  ny . 

Quanto  alia  feconda  equazione  di  fopra  riferita.^ 
—  gxx    xyzzab±.mxiLny  ;  la  prima  foftituzione  ,  che^ 

a 

devefarfi,  farájy  —  gjvzzz,  áohy  —  z  4-  gXj  e  tutto  il  rima- 

~  b 
nente  fi  faccia  ,  come  fi  é  fatto  fin'  ora . 

Adun- 
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Adunque  per  avere  l'ordinata  y  bifognerá  alie  z  ag- 
giungere  la  gx  ,  onde  in  ciafcun  cafo  delle  Figure  66.  6j* 

<58.  e  69.  fi  dovrá  defcrivere  il  triangolo  ABC  al  di  fotto 
della  NN,  come  íi  vede  mAbCy  coi  latí  Ab^zh,  bCzzg> 
e  con  Vengólo  A bC  eguale  ali'angolo  5  che  devono  fare-^ 
le  coordínate  dell' equazione  propoila>quindi  prodotta  dall' 
una,  e  dall'altra  parte  Ab,  e  prefa  una  qualunque  Aqzzx^ 
fará  la  corrifpondente  qRliy  . 

X-íC  due  ultime  equazioni  delle  quattro  fono 

gxx—  xy—ab+z  mx  —  ^y  y 

—  gxx  —  xy  —  ab+z.  mx  ¿iny, 

b 

ma  mutando  i  fegni  faranno  eíTe 

—  gxx  +■  xy—r-ab^mx^ny^ 

gxx  +•  xy  —  ~~áb±  mx  +ny}  ma  queíla  c  ílata 
b 

coílruita  nel  cofiruire  la  prima  ,  e  l*altra  é  ílata  coftmita 
nel  coftrnire  la  feconda  ,  e  pero  generalmente  fono  ftatc 
coftruite  le  quattro  equazioni  da  prima  propoile  ;  il  che_» 
era  da  faríl . 


PRO- 
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PROBLEMA  I. 

132.  Data  di  pojizione  la  retta  indefinita  AB,  (  Fig.  70.) 
e  dato  fuori  di  ejfa  il  pinto  F  ;  fi  ricerca  il  luogo  di  tutti 
i  punti  M  tali  ,  che  condotte  da  ciafcuno  di  ejji  due  rette 
linee  ,  Vuna  perpendicolare  alia  A  B ,  Valtra  al  dato  punto 
F ,  fitno  quefle  fempre  eguali  fra  loro  . 

Sia  M  uno  dei  punti  ,  che  fi  cercano  ,  e  fi  tirino  le 
rette,  MN  perpendicolare  aBJ,  ed  MF al  dato  punto  F; 
dovranno  eíTere  quefte  eguali  fra  loro ,  per  la  condizione 
del  problema  3  e  peró  condotta  FG  nórmale  ad  AB9  e 
chiamata  =:  a  ,  fi  tiri  ad  eíTa  perpendicolare  MP.9  e  fi 
chiami  GPzzx  9  P  Mzzy ,  fará  P  Fzza  —  x  9  e  pero  FMzz 

zz  Vaa  —  2ax  4-  xx  +yy  ,  ma  FMzz  MN-;  dunque  x  zz 

zz  Vaa  —  2ax  4-  xx  +  yy  9  cioé  xx  ~xx~  zax  -w  aa  4-yy  9  o 
fia  lax  —  aazzyy 3  e  fatta  la  fofiituzione  x~a~zzz9  tara 

X 

lazzzyy,  equazione  alia  parábola  apolloniana  . 

Si  prenda  GL  eguale  alia  meta  di  G  F5  e  col  vértice 
L  9  col  parámetro  =  la  fi  defcriva  la  parábola  L  M9  fará 
eíTa  il  luogo  cercato  ,  in  cui  prefa  una  qualunque  LP  =  z, 
fará  P  Mzzy\  ma  GLn-f- a>  dunque  GPzzz**  azix 9  e  pe- 

ib  le  GP5  P  M  le  coordínate  de  II'  equazione  propoíla  . 

Giá  fi  fa5  per  la  proprieta  della  parábola  ,  che  A  R  é 
la  direttrice  ,  ed  F  il  fuoco  . 

pao 
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PROBLEMA  II. 

13$.  Data  di  pofizione  una  retta  linea  indefinita  PAP, 
e  dati  due  punti  fijfí  A ,  D ,  l-uno  fulla  fiejfa  linea  ,  e  Val- 
tro  fuori  di  ejfa  (  Fig.  71. ) ,  Ji  domanda  il  luogo  di  tutti 
i  punti  M  tali  ,  che  condotte  le  linee  M  A  al  dato  punto 
A  ,  e  D  M  F.  dal  dato  punto  D  per  lo  punto  M  ,  fia  fem- 
pre  A  M  eguale  alia  porzione  M  E  comprefa  fra  il  punto  M, 
ed  il  punto  E,  in  cui  ejfa  linea  DME  incontra  la  datcu. 
linea  PAP. 

Dal  dato  punto  D  ,  e  dal  punto  M,  che  11  íuppone_* 
cíTere  uno  di  quelíi ,  che  fi  cercano,  íi  tirino  le  linee  DB, 
MP  perpendicolari  alia  data  PAP;  faranno  note  le  rettc 
AB,  BD,  e  peró  fia  AB- if9  BD~2by  AP-x,  PMzzy. 
Si  tirino  le  rette  AM,  DME;  poiché  per  la  condizione_* 
del  problema  AM—ME,  fará  ancora  PE—AP—x;  ora 
per  i  triangoli  íimili  EBD,  E P  M  fará  EB,  BD  ::  EP  , 
P  M,  e  fofiituendo  i  valori  analitici  ,  2#  —  2a,  ib  ::  x9y; 
e  pero  l'equazione  2xy—  2ay  —  ibxi  cioé  xy  —  ay—bx  .  Si 
faccia  la  foíUtuzione  x  —  a  =  z ,  fará  zy  —  bz-i-ba,  e  traf- 
portando  il  termine  bZyZy  —  bz  —  ab,  e  fatta  l'altra  foftitu- 
zione y  —  b—p^íaxá.  finalmente pz  —  ab,  equazione  all'iper- 
bola  fra  gli  afintoti  . 

Sulla  data  linea  di  pofizione  PAP  dal  dato  punto  A 
fi  prenda  AL-a,t  fi  erigga  ad  eíía  perpendicolare  la_. 
LC-b;  indi  condolía  per  lo  punto  C  la  retta  RF  paral- 
Ida 
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lela  a  P  P  ;  fi  ddcrivano  fra  gli  afintoti  RF3  HG  le  due 
oppofte  iperbole  D  M ,  AMátl  rettangolo  0/7,  le  quali 
paíTeranno  per  i  punti  D,  A;  prefa  una  qualunque  CK~z3 
fará  KM~p9  ma  ALzzajLC~b;  dunque  AP~a  +  z  —  x, 
e  P M~p 4-  bzzy  faranno  le  coordínate  del  problema ,  e 
le  iperbole  il  lupgo ,  che  fi  cercava  ;  il  che  ec. 

PROBLEMA  III. 

1^4.  Dati  due  circoli  EGF,  BNO,  e  dati  i  loro 
centri  G,  A  ;  (  Fig.  72.  )  fe  da  un  qualunque  punto  G  della 
periferia  del  circolo  EGF  fi  t  ir  era  una  tangente  GNO, 
che  incontri  ne%  puuti  N,  O  V  áltro  circolo  BNO,  e  da 
quefli  due  punti  fi  condurranno  due  tangenti  NM,  OM, 
fi  ricerca  il  luogo  di  tutti  i  punti  M  ,  ne*  quali  le  dettc 
tangenti  s*  incontrano  . 

Dal  punto  Ai,  che  é  uno  di  quelli,  che  íl  cercano,  fi 
tiri  la  perpendicolare  MP  alia  CA,  e  dal  centro  A  fi  tiri 
la  retta  A M;  poiché  i  tria.ngoli  ANM9  AOM  fono 
cguali ,  per  qffere  retti  gli  angoli  N,  O,  ed  i  lari  ANV 
NM  eguali  ai  lati  A  O  ,  OM\  fará  anche  Pangólo 
NAfií  =  0Mií,ondcneitriaDgoli  NMQ,  OMQ,  poiché 
c  comune  il  lato  MQ,  ed  MOzzMN,  fará  NQzzQO, 
cd  AM  perpendicolare  alia  NO  .  Si  tiri  dal  centro  C  al 
punto  del  contatto  la  retta  CG  ,  la  quale  fará  parallela 
ad  A  M9  eíTendo  anclf  eíTa  perpendicolare  alia  NO ;  e  fi 
chiami  AB-a9  CE  =  b ,  CA  =  c,  ed  APzz* ,  PM-y  , 

Ce  e 
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e  peró  AM~V xx-hyy  .  Nci  triangoli  fimili  AOM> 
AQO  fará  AM,  AO  ::  JO,  AQ,  e  foflituiti  i  valori 
analitici,  fi  trovera  AQ—     aa    .  Si  conduca  C  H  per- 

pendicolare  ad  Af^  prodotta  ,  fe  fará  bifogno  ,  fará 
HQ  =  CG,  e  pero  HA  —  b —     aa    ;  ma  faranno  fi- 

mili  i  triangoli  CAH,  AMP,  dunque  PA,  AM::AH, 
ACt  ciobx,  Vxx-i-yy    b —     aa     ,  c,  e  moltipli- 

1/  xx  +■  yy 

cati  gli  eftremi,  ed  i  mezzi,  cx  —  bVxx*-yy —  ¿7<j,ovve- 
ro  ex  +■  aa  -=z  b  y  xx  +-yy ,  e  quadrando ,  ccxx  +■  2«<7W  +• 
a^&foíA;-!-  bbyy,  ciobyy  +-  ¿¿ —  rcX     — 2¿?<3c* — a^^o, 

Tb  bb~  Tb 

Tre  caíl  in  queíVequazione  debbono  diftínguerfi  , 
cioé  quando  b  —  c  ;  quando  b  é  maggiore  di  c  ;  e  quan- 
do  c  é  magg:ore  di  £  .  ✓ 

Sia  primieramente  bzzc  ,  fará  1*  equazione  jyj;  — ■ 
2aax — ¿j4=;o.  Si  lafci  folo  da  una  parte  íl  termine 

jjy ,  e  fará  yy  —  zaax-^  a* ,  e  ritrovato  un  rettangolo 

ibf—aa,  fi  ponga  in  luogo  di  ¿a  nell'ultimo  termine 

del  fecondo  membro  ,  fará  yy—iaax+-  zaaf ,  e  fatta  la 

1 

foñituzione  x+-f—z9  fará  finalmente  yy—zaaz  ,  equa- 

b 

zio- 
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zíone  allá  parábola  apolloniana.  Sulla  retta  CA  (  ) 
verfo  C  íi  prenda  AI—aa~f,  e  col  vértice  I ,  aíTe  ÍLf 

parámetro  =200  fi  deferí  va  la  parábola  IAÍ ;  fara  eíTa  il 
"T" 

luogo  cercato  ?  in  cui  prefa  una  qualunque  IP^zz  ,  fará 
PM=y9  ma  ^ dunque  Pzzz-—f=:x,  eleAPs 
P  M  le  coordínate  del  Problema  . 

Sia  in  fecondo  luogo  6  maggiore  di      fará  pofitivo  il 

termine  bb  —  ce  X  xx  ;  íi  feriva  11  equazione  eos* 
bb^ccXxx — zaacxzza* — yy9  ovvero  xx — laacx  —  a*  ~ 


bb  bb  bb  bb~—  CC     bb~  CC 

bbyy  ,  ed  aggiunto  ad  ambi  i  membri  il  quadrato  a+cc  , 


bb—  CC 


bb —  CC 

fará  xx — iaacx+-  a*  cc~a+bb —  bbyy9  e  fatta  la  foílituzio- 

bb       CC   1   *      bb—  CC 

bb —  CC  bb~  CC 

ne  x—-aac~z9  fara  finalmente  bbyy~a*bb  —  zz9  equazio- 

bb  —  CC  bb—  CC   z 

bb~  CC 

ne  all*  elliíli  • 

Si  prenda  (Fig.  74.)  dal  punto  A  verfo  E  la  porzionc 
AI  zz  aac  ,  e  coi  centro  J,  coll'aíTe  trafverfo  ZY^iaab, 

bb' —  CC  £¿p—  CC 

col  conjugato  #T=    2^    fi  deferiva  l'ellifli  RZTY9 


v  bb—  ce ' 

fara  eíla  il  luogo  cercato  9  in  cui  prefa  una  qualun- 


Ge  2 


que 
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que  IP~ — z  (perché  dalla  parte  de'  negativi )  ,  fatá 
P  M—y  ;  ma     J—  aac  ,  dunque  AP  —  z-v-  aac  —x>  e 

bb  —  CC  bb —  CC 

pero  le  AP9  PMle  coordínate  del  Problema,  il  che  ec. 
Sia  finalmente  c  maggiore  di  b  ,  fará  negativa  la-. 

quantitá  bb —  ccX  xx,  e  peró  l'equazione  ccxx —  bbxx-*- 

bb  bb 

zaacx—yy —  a+9  ovvero  xx -h  iaacx—bbyy —  a*  .  Si  ag- 

~hb  ~bb~  CC  —  bb  CC —  bb     CC  —  bb 

giunga  ad  ambi  i  membri  il  quadrato  a* ce  ,  e  fará 

 z 

ce—*  bb 

xx  -h-  laacx  +-a*cc~ bbyy  +-a*bb  ,  e  fatta  la  foftítuziono 

CC    *  bb   1  ce —  bb  * 

CC —  bb  CC— '  bb 

z~x+-    aac  ,  fará  finalmente  zz —  a^bbzz  bbyy  ,  equa- 

ce  —  bb   -2-  CC-—  bb 

CC—  bb 

zione  all'iperbola  riferita  agí'  aíli . 

Sulla  retta  CA  (  Fig.  75. )  íi  prenda  dalla  parte  del 
punto  C  la  porzione  AIzz  aac  ,  e  col  centro  J,  coll'afíe 

ce — bb 

trafverfo  ZY—iaab  ,  col  con ju gato  zz  iaa   ÍI  deferiva- 

cc  —  bh  Vcc~bb 

210  le  iperbole  oppofte  YM,  Z  K  ;  faranno  eíTe  il  Iuogo 
cercato,  in  cui  preía  una  qualunque  IPzzz  5  fará  PMzzy; 
nía  AI—  aac  ,  dunque  AP—z —  aac  —x,  e  peró 

1  cc  ¿¿  cc  bb 

IcAPy  PM  le  coordínate  del  problema  propofto  , 
il  che  ec. 

In 
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In  queíío  Problema  fi  é  fempre  fuppofto  íl  circolo 
EFG  maggiore  del  circolo  BNO  y  cioe  b  maggiore  di 
a¡  ma  quando  anche  foffe  b  —  a,  ovvero  a  maggiore  di 
b ,  il  luogo  dei  pimti  cercati  farebbe  fempre  nel  primo 
cafo  la  parábola,  nel  fecondo  l'elliffi,  e  nel  terzo  le  due 
oppofte  iperbole,  e  perció  era  mutile  il  diftinguere  queíH 
caíi,  i  quali  non  fanno  variare  i  luoghi. 

PROBLEMA  IV. 

135.  Date  due  linee  AC,  CB  di  pofizione  fulla  ret- 
ía AB ,  che  fi  taglino  in  G  (  Fig.  j6.  77. )  ,  fi  ricerccu* 
il  luogo  di  tutti  i  punti  M  tali ,  che  condona  per  ejfi  una 
perpendicolare  P  M  N  ad  A  B ,  che  tagli  nel  punto  Q  leu. 
AC,  e  nel  punto  N  la  B  C  }  fia  fempre  il  quadrato  di 
PM  eguale  al  rettangolo  di  PQXPN. 

Sitiri  laretta  CD;  queíla  o  cadera  fra  i  punti  A  3. 
B  9  come  nella  Figura  j6.yo  cadera  da  una  parte  di  eífi, 
come  nella  Figura  77. 

Cada  in  primo  luogo  fra  i  punti  A  9  B  ,  e  fi  chiami 
AB^a,  AP~u,  PQ^x,  PMzzy,  PN~z,  fará,  per  la 
condizione  del  problema  ,  zxzzyy.  Ma  é  data  la  ragione 
di  AP  a  PQ  ,  che  fia  ,  per  efempío  ,  quella  di  m  ad  n  , 
ed  é  data  la  ragione  di  B  P ,  a  PiV,  che  fia,  per  efempio, 
come         dunque  fará  PQ~x~un^  e  PN—z  —  ac—cu^ 

m  b 

c  pero  foftituiti  queíti  valori  nell'  cquazione  zx  —  yy9  fará 
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yy—ac  —  cu)iun,  cioé  bmyy  iz  au  ~ uut  equazione  all'elliíR. 

b  m  en 

Col!'  aíTe  trafvcrfo  AB  —  a,  col  conjugato  ziaj/cn  fi  de- 

feriva  l'elliffi  AMB,  fará  la  meta  fuperiorc  AMCB  il  luo- 
go  ,  che  fi  cerca  . 

Cada  ora  (Fig.  77.)  il  punto  D  da  una  parte  dei  pun- 
ti  A ,  B  ,  e  chiamata  ,  come  fopra  ,  AB  —  as  AP  —  u9 
PM  =  y9  PQ  =  x,  PN=z,  fará  BP  ~  u—  a,  e  pero 
PN—uc  —  ac\  ma,  per  la  candizione  del  problema,  zyz:yy9 
b 

e  la  x— un  ,  come  fopra  ,  dunque  fatta  la  foftituzione  dei 

m 

valor  i  di  z,  ed  x,  fará  yy — iw  —  acX  un,  o  fia  bmyyz=.uu—aut 

y  m  en 

equazione  all'  iperbola  . 

Al  vértice  B  ,  aíTe  trafverfo  —  a ,  aíTe  conjugato 
~a)/en  il  deferiva  l'iperbola  BCM,  fará  eíTa  il  luogo  ^ 

bm 

che  fi  cercava  . 

Se  la  retta  AC  non  cadeflfe  fopra  la  AB,  ma  foíle  a_ 
lei  parallela ,  come  farebbe  nella  pofizione  aC,  AB, 
( Fig.  78. )  farebbe  data  la  retta  PQ,  e  peró  chiamata^. 
PQ-m,  ABzzayBP  =  Uy  PN-z,  PM~y,  e  fatta  Ia_ 
ragione  di  B P ,  P N  ::  m ,  n ,  l'equazione  #z b farebbe 
-  un  ;  onde  deferitta  al  vértice  B  ,  aíTe  BA,  col  para- 
metro  -  «  la  parábola  apolloniana  B  AÍC,fará  eifa  in  que- 
fio  cafo  il  luogo  ,  che  fi  cerca  . 

PRO- 
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PROBLEMA  V. 

13^.  Sia  una  curva  AM  (Fig.  79.),  di  cui  fia  data 
Vequazione  ,  ed  abbia  per  ajfe  la  retta  AT,  í  fia  fuori  di 
ejfa  un  punto  fijfo  F  ,  da  cui  fia  condona  la  retta  FM, 
che  tagli  la  curva  nel  punto  M  ,  e  l'ajfe  nel  punto  P  . 
Movendofi  la  retta  F  M  intorno  al  punto  F  faceta  moveré 
tutto  iL  piano  AMP  par  alíelo  a  fe  ftejfo  fulla  linea  ET, 
effendo  fijfo  il  punto  P  rifpetto  al  punto  A  ,  ma  mobilc^ 
full'  ajfe  TA,  cioé  effendo  data  A  P ;  deferivera  nello  ftejfo 
ttmpo  il  punto  M  una  curva  C  M  D :  fi  cerca  ,  quale  ficu^ 
quefta  curva  . 

Sia  giunta  la  curva  ful  punto  a  della  retta  E  T ,  fará 
per  la  condizione  del  problema  Pp—Aa9e  pero  AP  —  (ap). 
Si  chiami  adunque  AP  —  a,  FT^b,  ed  abbaíTata  dal  pun- 
to M  la  perpendicolare  MQ  ad  ET;  fia  TQ—x,  QM—y, 
AQ—t.  Poichéper  i  triangoii  fimili  FO  M,  PMQ  íl  á 
FO,  OM  ::  QM,  PQ9  cioé  b+-y,  x  ::  y  ,    xy   ,  fará 

¿>-hy 

xy    —  PQ  ,  ma  PQ  —  a~t ,  dunque  xy  -q^t9 

cioé  xy—ab—bt    ay~~ty . 

Si  foftituifea  in  queft*  equazione  canónica  il  valore.» 
di  t  dato  per  hy  ,  e  per  le  cognite  dell'  equazione  della_. 
curva  AM3c  fi  avrá  l'equazione  ,  che  fi  cerca  della  cur- 
va CMD. 

Sia 
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Sia  primieraraentc  A  M  una  retta  linea  ( Fig.  8o. )  ; 
fará  data  la  ragione  di  t  ad  y ,  che  fia ,  per  efempio  ,  co- 
me m  ad  n  }  fará  t  —  my9t  foftituito  quefto  valore  in  luo- 

n 

go  di  t  nell*  equazione  canónica  ,  fará  eíTa  myy  ~  ab  — . 

xy  —  bmy^r  ay  >  luogo  all'iperbola  fra  gti  afintoti . 

» 

Per  coftruirla  nella  data  Figura  fi  prenda  fulla  FO 
una  qnalunque  porzione  TH,  e  condotta  in  angolo  retto 
la  HG  tale  ,  che  fia  TH,  HG  ::  n  ,  m  ;  fi  tiri  la  TG  ,  e 
prefa  fulla  TA  la  porzione  TV—  an  —  bm,  dal  punto  V 

» 

fi  tiri  VS  parallela  a  7* G ,  e  fra  gli  afintoti  VS,  VE  fi 
defcriva  l'iperbola  CMD  del  rettangolo  cortante  =  abg  ; 

n 

(fatta  =g  la  nota  TG)  prefa  una  qualunque  afílíTa  TQ^at, 
fará  la  corrifpondente  Q  M—y ,  e  l'iperbola  il  luogo  del!" 
equazione  mvy  >  il  che  ec. 

n 

Sia  in  fecondo  luogo  A  M  un  circolo  (  Fig.  8i.  )  de- 
fcritto  col  centro  P,  raggio  AP—a,  fará  per  la  proprietá 

del  circolo  AQ  —  t  —  a  —  Vaa—yy,  e  foftituito  nell' equa- 
zione genérale  in  luogo  di  t  queíto  valore  ,  fará  efía_ 

xy—b+-yi/aa~yy9  equazione  alia  Concoide  di  Nicome- 
de  ,  e  fará  la  curva  CMD  ,  che  fi  defcrive  dall'  interfe- 
zione  M  della  retta  FM  coll'arco  fuperiore  AM  del  cir- 
colo ,  la  concoide  fuperiore  ,  ET  ne  fará  l'aíintoto  ,  F  il 

polo; 
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polo  ;  c  la  curva  ,  che  íi  genera  dall'interfezione  N"  della 
retta  FM  col  circolo  al  di  fotto  di  ET9  fará  la  concoide 
inferiore  .  II  che  manifeftamente  fi  vede  dalla  natura  del- 
la  concoide ,  e  dalla  condizione  del  problema  ;  impercioc- 
chc  faranno  fempre  le  due  intercette  PM,PN  fra  l'afin- 
toto  ,  e  la  curva  eguali  al  raggio  del  circolo  AP . 

Sia  in  terzo  luogo  la  curva  A  M  una  parábola  apollo- 
mana  del  parámetro  AP~a;  (Fig.  82.)  fará  in  queft'ipo- 
teíi  t  —yy,  e  foílituito  nell' equazione  canónica  queíto  va- 

m 

lore  di  t ,  fará  eíla 

xy  —  ay  +-y '  3  ab  —  byy  , 

m  tn 

cioé 

y '  +■  mxy  -t-  byy  —  amy  —  ábm  —  o . 

Che  é  l'equazione  alie  due  Concoidi  Paraboliche  ,  una_, 
dellc  quali  íi  defcrive  per  l'interfezione  della  linea  FM 
colla  parte  fuperiore  della  parábola  ;  l'altra  per  l'interfe- 
zione colla  parte  inferiore  ,  e  la  retta  ET  fará  anche 
queíto  cafo  l'afmtoto  della  curva . 

PROBLEMA  VI. 

137.  Dati  due  circoli  eguali,  che  fi  taglino  in  duc^ 
punti  A,  N;  (Fig.  83.)  e  dati  i  loro  centri  D,  B,Jiri- 
cerca  il  luogo  di  tutti  i  punti  M  tali  ,  che  le  loro  diftan- 
ze  dai  detti  circoli  fteno  fempre  eguali  fra  loro  . 

Dd  Sia 
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Sia  M  uno  dei  punti ,  che  ñ  cercano  ;  condotte  dai 
centri  D,  B  per  queflo  punto  le  rette  DM,BO,  faranno 
MS,MO  le  diítanze  dai  circoli  dati ,  le  quali  per  la  con- 
dizione  del  problema  devono  eíFere  fra  loro  eguali  .  Si 
chiami  adunque  D S-BO-  a,  DB~b ,ed  abbaflata  la 
perpendicoiare  MP  alia  retta  DB  prodotta  ,  fia  DP  =  x9 
PM—y,  fará  D  M  —  Vxx  +.  yy,  ed  SM—Vxx+-yy  —  a  > 
raa  BP  —X'—  b  ,  dunque  B M  —  Vxx  —  ibx  +-  bb  +■  yy ,  e_* 
peró  OM=  ¿?  —  i/**  —  zbx  +  bb-hyy  ,  ma  deve  eíTere_. 
SM—  MO ,  dunque  íi  avrá  l'equazione  \/xx  +  yy  —  a  —  a  — 

i/xx  —  ibx+bb  +-yy,h  quale  fi  riduce  ad  eíTere  (coi  me- 
todi  infegnati)  xx  —  bx  +  bb  —  aa  —  ^aayy,  ii  faccia  la  íbfti- 

tuzione  x  —  b^—z ,  e  fará  zz=«0  — 4<wyy  ,  o  fia  ^aayy  — 

z  £¡aa  —  é¿  4<za  — -  bb 

aa  —  zz,  equazione  all'  elliflí  . 

Si  divida  per  metá  nel  punto  C  la  retta  DB,  e  col 
centro  C,  coll'aíTe  trafveríb  FE  =  ta, col  conjugato  AN— 

V$aa  —  bb  fi  defcriva  l'elliífi  FAEN}  fará  eíTa  il  luogo 
cercato,  in  cui  prefa  una  qualunque  CP  —  z,  fará  PM—y9 

ma  CD  —  ~rb,  dunque  D P—z-'t-  j~b—  x ,  e  peró  le  DP, 
P  M  le  coordinate  del  problema  propofto  . 

E'  inutile  il  distinguere  i  cafi,  ne'  quali  a  é  maggio- 
re  ,  minore  ,  o  eguale  a  b  ,  perché  il  problema  non  muta 
natura ,  effendo  fempre  neceíTariamente  b  minore  di  2  a  , 
come  é  chiaro  . 

Dalla  ^ 
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Dalla  coftruzione  íi  ricava  ,  che  i  punti  D  ,  B  faran- 
no  i  fuochi  dell'elliífi  ,  e  che  il  di  lei  aíTe  conjugato  fará 
terminato  dai  punti ,  ne'  quali  fi  tagliano  i  due  circoli  . 
E  primieramente  ,  perché  DS  é  eguale  aBO,  ed  5Aíz: 
MO,  fará  D  S+  S  Mi-  MB ,  cioé  DM+  MB-zDS,  raa 
xDS  —  FE,  dunque  per  la  nota  proprietá  dell'ellifíi  fa- 
ranno  i  punti  B>  D  i  di  lei  fuochi .  Ció  fuppoíta,  per  un*, 
altra  proprieta  dell'  ellifíi  riguardo  ai  fuochi ,  intendendo 
condotte  le  BA9  BN9  fará  B N—BA—CE,  ma  queíto  íl 
verifica  nei  punti ,  nei  quali  fi  tagliano  i  due  circoli  dati , 
perché  D  ,B  fono  i  loro  centri ,  e  CE  per  la  coftruzione 
é  eguale  al  femidiametro  degli  fteflí  circoli,  dunque  l'el- 
liífi  paíTerá  per  i  detti  punti  d'interfezione  dei  circoli  dati, 
il  che  ec. 

PROBLEMA  VIL 

138.  Data  la  retta  linea  AB  (Fig.  84.)»  ritr ovarte» 
ü  luogo  de*  punti  D  tali ,  che  nella  prodotta  D  A  prefa— 
A  C  meta  di  A  D ,  e  condona  al  punto  B  la  retta  G  B , 
fia  CB=CD. 

Si  abbaffi  dal  punto  D ,  che  íl  fuppone  eííere  uno  di 
quelli,  che  fi  cercano,  la  nórmale  DP  alia  AB.  E  11  chia- 

m\AB—a,  AP  —  x,  PD=j/,  fará  AD  =  l/xx+>yy  ,  ed 
A  C  per  la  condizione  del  problema  —  —  yXx  +~yy  ,  e_> 
pero  CD  —  CB~~r  Vxx  -h  yy  ;  fi  tiri  dal  punto  C  la  per- 

Dd  2  pcn- 
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pendicolare  CQ  alia  B  A  prodotta ;  poichc  ne'  triangoIT 
fimili  AQC,  APD  é  ADzzzAC,kvk  AP  =  zJQ,  Z-> 
PDzziQC,  onde  CQzz-^y,  ed  AQ=t e  peróB£= 

a-h—x;  ora  CB  =C¿i~BQ  -  aa+-  ax +•  xx  +  yy_9  ma_, 

,      ;  T  4 

CB  =CD  =:  p  Xxx  +  yy,  dunquc  fará  l'equazione  + 

7  4 
pyy~aa  +-  ax +■  xx +•  yy , che  íi  riduce  ad  eílere  xx -~ax~ 

~7*  7"  T  1 

¿ta  —j^y  9  ed  aggiunto  ad  ambi  i  membri  il  quadrato  aa  , 
T  i* 
e  fatta  la  foítituzione  x  —  a±zy  fará  finalmente  zz  — gaa  — 

7  «« 

^jy,  equazione  al  circolo  . 

Si  prenda  adunque  BMzz^a,  e  col  centro M,  col  rag- 

4 

gio  BM  íi  defcriva  il  circolo  NDB9  fará  eíTo  il  luogo , 
che  fi  cercava  ,  in  cui  prefa  una  qualunque  MP  —  z9  fará 
PD—y9  ma  ^M=-J-  ¿7 ,  dunque  ,4P=:z+-~¿=#,e  le 

AP,  PDle  coordínate  del  problema  propoíto  . 

Se  fi  voleíTe  anche  il  luogo  de'  punti  C t  quefto  fareb- 
be  un'altro  problema  di  íimile  natura  ,  che  íi  fciogliereb- 
be  nella  feguente  maniera  . 

Si  chiami  AQ '  —  p9  QCzz  q  nórmale  a  BN  9  fará 
A  P- ip,  P  D  —  iq ,  ma  A M~a_9  ed  MB  =  3a ,  dunque_* 

4  4 
NA  -  a,  c  pero  NPXPB~aa  4-  ap  —  typ  ,  ma  per  k_ 

pro- 
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proprieta  del  circolo  N PXP B-P Dzzqqq ,  dunque  fará 
qqq—aa-*-  ap  —  $pp9  quindi  aa  —  qq—pp  —  ap  3  aggiunga 

*  ~  "4" 

ad  ambi  i  membri  il  quadrato  aa  ,  e  fatta  la  foftituzione_* 

p  —  a  —  t,  fará  qq  —  paa—tt,  onde  defcritto  col  diámetro 

MN—¿a  il  femicircolo  NCM,  fará  eíTo  il  luogo  di  tutti 
4 

i  punti  C,  in  cui  prefa  dal  centro  Suna  qualunque  SQ  —  tt 
fará  QCzzq ,  ma  AS~ay  per  la  coflruzione  ,  dunque_> 

8 

'AQ  —  t-hjj  —  p  ,  e  le  AQ,  QC  le  coordínate  del  pro- 

8 

blema  . 

Quefti  due  Problemi  íi  potranno  dimollrare  unita- 
mente  in  forma  di  Teorema  nel  feguente  modo  . 

Se  nella  data  AB  íl  prenderá  MB  eguale  a  tre  quarti 
di  AB,  e  col  centro  M,  col  raggio  MB  fi  defcriverá  il 
circolo  NDB  ,  ed  in  oltre  col  diámetro  MN  il  circolo 
NCM ,  condotta  per  lo  punto  A ,  comunque  fi  voglteu  , 
la  retta  linea  CD  terminata  alia  periferia  dell'  uno,  e  dell' 
altro  circolo  ,  e  dal  punto  C  la  retta  CB  all'eílremitá  del 
diámetro  ,  fará  fempre  DA  doppia  di  AC ,  e  CD  eguale 
a  CB  . 

Sia  Sil  centro  del  circolo  NCM,  c  fi  conducano  le 
rette  SÓ,  D  L  per  i  centri  S ,  M .  Poiché  S  M  k  h  meta 
di  MB,  fará  SM  tre  otravi  di  AB ;  ma  AM  ne  é  un_ 

quar- 
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quarto,  dunque  SA  fará  un'ottavo  di  A  B9  e  peró  la  meta 
di  A  M;  ma  é  puré  S  C  la  meta  di  D  M ,  e  l'angolo  SA  C 
eguale  all'angolo  D  AM,  dunque  é  facile  da  vederfi ,  che 
fará  il  triangolo  SA C  fimile  al  triangolo  DAM,  e  fará 
peró  anche  AC  la  metá  di         che  era  il  primo  . 

Ma  fe  fono  fimili  i  triangoli  SAC,  ADM9  fará  an« 
che  l'angolo  SCA  eguale  all*  angolo  ADM,  onde  faran- 
no  parallele  le  rette  linee  SC,  DL,  ed  in  confeguenza., 
fimili  i  triangoli  BLM,  BCS,  e  peró  fará  ML  la  quarta 
proporzionale  di  BS  9  SC ,  ed  AÍE  ;  ma  B5  zzp^AB  9 

8 

SCn  3  AB9  MB—  6  AB9  dunque  MLzzzAB  ~AM9 

IT  ~T~  8 

ma  MD  —  MB,  e  l'angolo  A  MT>  —  LMB9  dunque  fono 
eguali  i  triangoli  AMD,  BML,  e  l'angolo  ADM—MBLí 
ma  é  anche  l'angolo  MDB  eguale  all'angolo  MBD,  dun- 
que l'angolo  CDB  é  eguale  all'angolo  CBD,  e  peró  il 
lato  CE  eguale  al  lato  CD ,  che  era  il  fecondo  . 

PROBLEMA  VIII. 

139.  D¿tf¿  i  due  lati  AC,  CB  della  norma  ACB, 
(  Fig.  85.  )  fi  ricerca  il  luogo  di  tutti  i  punti ,  per  i  quali 
pajfa  V  e(lr emita  B  del  lato  C  B  mentre  la  norma  fi  move  taU 
mente,  che  il  punto  A  fia  fempre  fulla  linea  DM,  ed  il  pun- 
to G  fulla  linea  DP,  chefifuppone  perpendicolare  alia  DM. 


Dal 
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Dal  punto  B  fi  abbaffi  B  P  nórmale  a  D  P ,  e  fia_, 
DP-x,  PB-y,  ACzza,  CB-b  ;  fará  CP  —  Vbb  ~yy, 
DC~x-Vbb-yy.  Ma  gli  angoli  DCA ,  BCP  prefi 
adíeme  fono  eguali  ad  un  retro,  ficcome  gli  angoli  BCP, 
CBP,  e  peró  eguali  fra  loro  gli  angoli  DCA,  CBP; 
dunque  faranno  ftmili  i  triangoli  ADC ,  BCP  ,  e  fará 

AC,  CD::  BC,  BP,  cioé  ¿7,  *-i/¿¿-jKy ::&,.)'  ;  e  peró 
ay—bx  —  b^bb—yy,  e  quadrando,  ed  ordinando  i  ter- 
mini  ,  fará  l'equaziorte  xx  ~2axy  +•  aayy  —  bb—yy  .  Si 

b  ~W 

faccia  la  foftituzione  x  —  ayzzz,  ed  averalTi  l'equazione_* 

¿~ 

zz  =:bb—yy  all'elliílí . 

Suli' indefinita  D  M  fi  defcriva  il  triangolo  D  E  H  coi 
lati  D£=¿,  EH—a ,  e  Tangolo  DEH  retto,  giacché 
é  retto  l'angolo  delle  coordínate  del  Problema  ,  e  fia  ==/ 
la  nota  DH.  Col  femidiametro  trafverfo  DH—f,  col 
femidiametro  conjugato  DQ~b9  e  parallelo  ad  £H  fi 
defcriva  l'elliffi  HBQ,  eíTa  fará  il  luogo  ricercato ,  in  cui 
prefa  una  qualunque  DF—PB—y,  fará  GB  —  z,  FG—ay, 

dunque  FB  —  Z+  ny  —  x  —  DP ;  e  peró  le  DP  9  PB  le_* 

T 

coordínate  del  Problema  . 


PRO- 
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PROBLEMA  IX. 

140.  Dato  l'angolo  BAP,  f  dato  il  punto  V;  (Fig.8¿.) 
fi  ricerca  il  luogo  di  tutti  i  punti  D  tali  ,  che  condotte  le  due 
rette  ,  BD  par  alíela  ad  AP  ,  e  DP  al  dato  punto  P ,  fia 
fempre  BD  5  DP  nella  data  ragione  di  d  ad  e . 

Condotta  DC  parallela  ad  AB  ,  fi  chiami  AP~a9 
AC-x,  CD-y  ,  CP-a—x.  Poiché  l'angolo  BAP  , 
o  fia  DCE  é  dato,  condotta  DE  nórmale  ad  ^P;  fará 
data  la  ragione  di  CD  alia  CE,  e  pero  fia  CD  9CE::  d3b. 
Sara  adunque  CE  —  by,  AE  —  x  +-by ,  EP~a  —  x  —  by  , 

d  1  ~d 

o  puré  —  .v  +•  by  —  a,  PDzzex.  Adunque  fará  CD  —  €Ezz 

d  ~T~ 

DP  —  PE,  cioé  yy  —  eexx  —  aa  —  xx  +■  2ax  +•  idby  —  zbxy, 

dd  ~~T  ~d~ 

o  fia  yy  +-  rbxy  +•  bbxxzz  ee  4-  bb  —  dd  X  xx  +■  2ax  —  aa+» 

~~d~     ~dd~~  Jd 
laby,  (  aggiungendo  all'uno,  ed  all'altro  membro  la  quan- 

á 

titá  bbxx  )  .  Ma  qui  fi  oífervi ,  che  la  quantitá  ee  +  bb  —dd 

dd 

puó  eíTere  eguale ,  maggiore ,  o  minore  del  zero ;  e 
peró  fia  in  primo  luogo  eguale  al  zero  ,  adunque  fará 
1'  equazione  yy  +-  ibxy  +  bbxx  zz  taby  +■  2ax  *~aa,c  facendo 

d        ~dd  d 

la 
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la  foftituzione  y  4-  bxzz  z  f  fará  zz  —  2abz  ~  iax  —  labbx  ~ 

d  ~d~~  ~dd 

aa  y  ed  aggiunto  ad  ambe  le  partí  aabb  9  zz~iabz+~* 

~dd  ~á 

aabb  zz  tax  —  2abbx  -h  aabb  —  aadd  ,  e  facendo  la  foftituzio- 

~!T  ~  dd       ~  Id 

ne   z  —  abzzp  9   fará  pp—  zaddx  —  2abbx  +-  aabb  —  aadd  , 
T  72 

cioé  pp  —  x—ay^iadd—iabb,  e  fatro  x  —  a  —  q  y  fará 

z  dd  a 


\  zadd—  rabb  .  Parábola  Apolloniana. 

dd 

Sia  (  F/£.  87.  )  BAP  il  dato  angoío  ,  AP  la  data.. 

~¿  .  Sulla  ^ÍP  indefinitamente  prodotta  li  defcriva  il 

triangolo  AMN  con  Pangólo  AMN—BAP;  e  fia_, 

./íAf,  MN::d,  b.  Si  producá  ^iV  indefinitamente  ,  o 

nella        fia  AHzzab  ,  e  fi  conduca  H£  indefinita,  c 

T 

parallela  ad  AN  .  Si  divida  AP  per  meta  in  0 3  e  con- 
dotta  0£  parallela  ad  ^ÍB,  col  vértice  £ »  ai  diámetro 
QE  ,  col  parámetro  —  radi~iahb>  (  fatta  fzzAN)  e 

con  le  ordinate  parallele  ad  ^.B  fi  defcriva  la  parábola 
Q  D;  prefa  una  qualunque  AVzzx  ,  fará  VDzzy  ,  ed 
efía  parábola  il  luogo  cercato  . 

Sia  in  fecondo  luogo  ee+>bb—dd  maggiore  del  ze- 
ro  ,  cioé  quantítá  pofitiva  .  JRiprefa  adunque  l'equazio- 
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ne  ,  e  fatta  -ee  +  bb-  dd  ss  bb  ,  íara  jy>  +•  i&y>  +-  =3 

bbxx-  aa +>  zax +- zaby  ,  e  fatta  la  íleíTa  foíHtuzione  di 

dd  T 

y+bxzzz,  fará  zz  —  zabz  zz  bhxx  — •  aa  +•  iax  —  2£¿>¿w  ? 

7~  T~~    "~dT~  ^ 

ed  aggiunto  aabb ,  e  fatta  la  íoftituzione  z—abjzp  , 

dd  d 
ddpp  zz  bhxx  +.  raddx  —  zábbx  —  ¿radtf  +-  aabb  ,  cioé  Ar*  +. 
laddx  —  labbx  zz  ddpp  +-  aadd  —  aabb .  Si  faccia  add  —abb  zz  m, 

bb  ~blí  bb  ^  bb 

fará  xx  +•  imxzzddpp  +-  am  ,  ed  aggiungendo  all'uno  ed 
~bT 

all'altro  membro  mm,  xx+-  2mx  +  mmzz  ddpp  +  am-t-mm, 

~~bir 

e  fatto  x+mzzq,  fará  finalmente  qq  zz  ddpp -h  am+-  mm  , 

'  bb 

cioé  qq^am—  mm  zz  ddpp  ,  equazione  all*  iperbola . 

~bb~ 

Sia  BAP  (  F/g.  88.  )  il  dato  angolo ,  AP  la  data^ 
zra,  fulla  AP  indefinitamente  prodotta  fi  defcriva  il 
triangolo  AMN  coll' angolo  AMNzzBAP  ;  e  fia  AM 
ad  MN::d,b.  Si  producá  indefinitamente  AN,  e  nella 

^ÍB  íi  prenda  AHzzab,  e  per  lo  punto  H  fi  tiri  l'indefi- 

T 

nita  OE  parallela  ad  AN ;  indi  fi  faccia  AKzzm,  e  fi  tiri 
KO  parallela  ad  AH;  ed  al  centro  O,  col  femidiame- 

tro  trafverfo  O Q \zz f  V am+-  mm}  col  femidiamctro  con- 

d 


ANALITICHE.  219 


jugato  zzh  i/am-h  mm  9  e  parallelo  ad  AB  {  intendend© 

1 

per  fia  nota  AN)  fi  defcriva  l'iperbola  QD  ;  prefau. 
una  qualunque  AVzzx  9  fará  VDzzy  ,  ed  efía  iperbola 
il  luogo  ricercato  . 

Sia  finalmente  bb  —  dd  minore  del  zero,  cioé 
nagativa  ;  fi  faccia  adunque  ee  +-  bb  —  dd  —  —  hb  ,  e  fatto 
yjfbx  —  z,  V  equazione  fará  zz—  zábz  zz—  hhxx—  aa+-  zaX  — 

~d  ~~d  dd 

zábbx ,  ed  aggiungendo  aabb ,  zz  —  zabz  +■  aabb  zz  —  hhxx** 

dd  dd  d~    '  44'  dd 

zaddx  —  zabbx  4-  aabb  —  aadd  9  e  fatta  la  fofiituzionc 

dd  dd 

z  —  abzzp9  ddpp  zz  —  hhxx  4-  zaddx  —  labbx  +-  aabb—  aadd, 
T 

cioé  xx  —  zaddx    zabbxzzaabb  —  aadd  —  ddpp  .  Si  faccia 

bb  bb  bb 

add ~-abbzztn  ,  avremo  xx  —  zmx zz— ara  —  ddpp  ,  ed  ag- 

bb  ~~bh~ 

giuntoww,  xx  —  zmx  +■  mm  zz  mm  —  am  —  ddpp ;  e  fatta_, 

bb 

finalmente  la  foflituzione  x  —  mzzq9  fará  ddppzzmm  — 

~bT 

am  —  qq9  equazione  all'elliífi  . 

Sia  (  Fig  89. )  BAP  il  dato  angolo,  ed  AP  la  data 
zza  .  Sulla  AP  indefinitamente  prodotta  íi  defcriva  il 
triangolo  A  MN  coll'  angolo  A  MN  zzB  A  P  s  e  fia  A  M  ad 
MN::  d9  b\  fi  producá  AN  indefinitamente  ,  e  nella_. 

Ee  2  AB 
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AB  fi  prenda  AH  —  ab  ,  e  per  lo  punto  H  fi  tiri  la  HE 

7" 

indefinita,  e  paralitla  alia  AN .  Sulla  AP  prodotta  fi 
prenda  AK—m,  che  in  quefto  cafo  é  fempre  maggiore 
di  APzza,  e  fi  tiri  KO  parallela  ad         Al  centro  O, col 

femidiametro  trafverfo  O Q—fv mm*-  am  (fatta  AN—f) 

d 

col  femidiametro  conjugato  zzhVmm  —  am^  e  parallelo 

d 

ad  AH  fi  defcriva  Peliiífi  QD  ;  prefa  una  qualunque 
AF=x9  fará  VDzzy  ,  ed  eíTa  il  luogo  ricercato  . 

141.  Ho  detto,  che  AK  (m)  é  maggiore  di^íP(^); 
intorno  a  ció  cade  in  propoíito  lo  fpiegare  ,  come  di  due 
quantitá  compleíTe  poíTa  conofcerfi ,  quale  fia  la  maggio- 
re. Si  infiituifca  adunque  fra  loro  un  rapporto  di  maggio- 
ranza  ,  o  di  minoritá,  come  piü  piace  ,  indi  fi  proceda^., 
come  nelle  equazioni  ,  trafportando  ,  dividendo  ec,  5  e  fa- 
cendo  altre  operazioni  fin  a  tanto  ,  che  fi  arrivi  ad  una^ 
confeguenza  nota,  la  quale  fe  é  vera  o  aíTolutamente  ,  o 
ipoteticamente,  fará  aílblutamente  ,  o  ipoteticamente  ve- 
ro il  rapporto  infiituito,  e  fe  é  faifa,  quefio  puré  fará  fal- 
fo  .  Vogliafi  adunque  fapere  fe       cioé  add—abb  lia-. 

dd  > —  bb  —  ee 

maggiore  di  a  .  Si  faccia  il  rapporto  add~abb  >  a,  e  ri- 

dd  —  bb  —  ee 

ducendo  alcomunedenominatore,^W—  abb>  add—abb  — 
aec^t  cancellando  i  termini,che  fielidono,  fará  o>  —  aee\ 

ma 
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ma  é  veriíFimo,  che  il  zero  é  maggiore  di  quantitá  nega- 
tiva, dunque  é  vero,  che  add—  abb  é  maggiore  di  a. 

dd —  bb  — ee 

Cosí  volendo  fapere  fe  aa  +  <iab  fia  maggiore  di  bb  , 
fi  faccia  aa+iab>bb  9  ed  aggiungendo  all'uno  ed  ali% 
altro  membro  il  quadrato  bb9  fará  aa  +■  lab  -h  bb>  ibb  ,  e 

cavando  la  radice,  a  +  b  >  v  zbb  ,  o  fia  a  >  V  ibb  —  b ,  ma 
poiché  fono  date  le  quantitá  a  ,  b9  potrafli  fempre  fapere, 

fe  a  fia,  o  non  fia  maggiore  di  \/2bb  —  b9  ed  in  cafo  che 
lo  fia  y  fará  anche  aa  4-  lab  maggiore  di  bb .  La  maniera  é 
la  fieíTa  ne*  cafi  piú  compofti,  e  pero  non  occorre  parlar- 
ne  piü  tongamente. 

PROBLEMA  X. 

142.  Date  di  pofizione  due  rette  VB,  VE  (Fig.  90,) 
e  dato  il  punto  P  ,  fopra  cui  ,  come  polo  ,  s'aggiri  la  ret- 
ía PE  ,  ritr ovare  il  luogo  de9  punti  D  tali ,  che  fia  fem- 
pre CD  alia  DE  in  ragione  data  . 

Si  conduca  VP ,  e  parallele  ad  eíTa  le  rette  AD,  BE9 
e  fia  la  ragione  di  CD  a  DE,  o  puré  di  CD  ad  EC,  co- 
me d  ad  * ,  ed  eííendo  dati  gli  angoli  EFE,  EBV9  fia-. 
EB  aBF,  come  e  ad  ¿> . 

Si  chiami  VP  =  a9  FA~x,  ADzzy,  fará  EB^ev  , 

4 
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e  peró  FB~hy.  Per  la  fimilitudine  de'  triangoli  CVP  , 

CDA  fará  DA,  PV\\  CA,  CF,  e  componiendo , ' DA  + 
PV,  PV  ix  AVi  CF,  cioé  a+  y,a:;  x,  CF,  e  peró 
CF~  ax  ,  e  per  la  fimilitudine  de'  triangoli  PVC,  E  BC 

a  +  y 

fará  PV,  VC\  \  EB  ,BC,  cioé  a9_axj:  ey,  BC ,  ondc_* 

a  +•  y  d 

BC—exy,  e  pero  l'equazione  B  C+.  CF~  B  F,  cioé 

ad  +-  dy 

exv  4-  adx  ~  hy  ,  o  fia  jyj>  —  w?y  —  adx  —  ay . 

ad+-  dy  d  b  b 

Per  coftruirla  fi  ponga  y  —  exzzez9  foílituendo  fará 

b  b 

ezy  —  —  ay-~  adz  +-  ady ,  cioé  zy  +•  ¿Z^  —  adhy  ~  —  ¿  . 

b  be  e  ee  e 

Si  ponga  in  oltre  z-h  ah  —  adh  —p ,  fará  adunquo 

e        e  e 

py  zz  aadh  —  aaddh     adp  ,  e  fatta  la  terza  fofiituziono 

ee  e 
y  +.  ad—q ,  fará  finalmente  pyzzaaedb  —  aaddh  ,  iperbola-. 

e  e1 
fra  gli  afintoti ,  il  di  cui  rettangolo  cortante  é  pofitivo , 
perché  la  e  fará  fempre  maggiore  della  d  . 

Si  producá  PV  indefinitamente,  e  fi  prenda  VQzzad\ 

e 

dal  punto  Q  fi  tiri  l'indefinita  QS  parallela  ad  FB}  e  pre- 
fo  un  qualunque  punto  M  ntlla  retta  PH,  e  condona-, 
M jV  parallela  ad  TB,  per  la  fimilitudine  de*  triangoli 

FMN, 
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VMN,  EBF}  fará  FM,  MN  : :  e ,  h  .  Si  faccia  VI- 
aeb  —  adb,  e  per  lo  punto  I  condona  indefinita  la  retta^. 

ee 

RIK  parallela  ad  FE,  fra  gli  afintoti  R  S  y  R  K  íi 
defcriva  l'iperbola  OVD  del  rettangoio  cortante  = 

aaedb—  aaddbXf  (chiamata  /  la  nota  VN)  la  quale  ne- 
e 1  e 

ceíTariamente  paíTerá  per  lo  punto  V.  Prefa  una  qualun- 
que  VH—y3  fará  HDz^,  cioé  VA—x^AD—y,  e  la 
curva  cosí  defcritta  il  luogo  de*  puntt  D ;  il  che  ec. 

143.  Ricavando  l'equazione  dalla  proprietá  delle  cur- 
ve deferitte  si  negli  addotti  efempj  ,  corne  ne'  problemi , 
deve  cíTa  eílere  la  rteíTa  del!'  equazione  propoda  da  cg- 
fíruirfi  quando  le  operazioni  lleno  giurte  ,  e  ció  puó  fer- 
vire  per  dimortrazione  del  método  ,  il  che  a  bello  iludió 
ó  tralafciato  di  fare,  per  non  recare  troppo  di  noja.Tutta- 
via  peró  ,  per  dame  brevemente  un  picciol  faggio,  pren- 
do le  cortruzioni  dell'Efempio  13.,  e  del  Problema  8. 

E  quanto  all'Efempio  .  Porta  (F/g.  6*5.)  AD  —  x,  ed 
eilendo  AS—  2a,  AF-f*  fará  AC—fx^c  poiche  ARzzbn, 

za  nn 

hvkAQ—bfh^  e  pero  QC—fx~bfn  —  MP;  adunque  ef- 

4^//2  za  $am 

fendo  il  femidiametroHM=^averaíTi  HP  —  ef+-fx~bfn, 

ia  %  a  $am 

e  PFzzef—  fx+.  hfn.  Co>i  poiché  DNzzy,  CD=bx, 

CP 
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CP—QMzz-^c,  fara,  PN—y  +  bx_-h  f- c .  Ma ,  per  la  pro- 

prieta  delT  elliffi ,  deve  eíTere  HP\P1\  PN  ::  al 
parámetro  ,  che  é  zzqaem  ,  dunque  fi  avrá  l'equazione^ 


eeff—ffxx  -hjfhnx  —ffhhnm  X  4¿e¿h»  =  ce  +*       -h  ¿¿w*  -+ 

$aa  qaam         \6aamm        ffn  4         i&  4aa 

cy  4-  bxv  +-yy  3  cioé  mee  —  mxx  -h  hx—hhn  —     +•  -fr 
a  «  477;        4  xa 

bbxx  4-  ¿y  4-  4-  jyy ,  e  reftituito  in  luogo  di  ^  il  fuo  va- 
lore  cemn  4-  qagrnn  4-  «wJ&ib ,  fará  w  4-  ag  —  mxx  4-  -4- 

qmm  4  «  4 

4-  bbxx  +  ¿y  4-      4-jj/y,  e  finalmente  reftituendo  i  va- 
lori  d\  —  m  =  bb  —  4<?¿,edi  h  —  bc—  zal ,  fi  avrá  — 
lx  —  cy  +  bxy+yy ,  che  é  appunto  l'equazione  propofta  da^ 
collruiiTi . 

Nella  coílruzione  dell*  ultimo  Problema  (Fig.  90.  Y¿ 
eííendo  "^áA  —  ¿¿M?  X  /  ü  rettangolo  cortante  dell'  iper- 

bola  ,  ed  Fl=  aeb  —  adh9  e  parallela  all'afiutoto  fará 

e  e 

RI-adf;  ma  per  la  fimilitudine  de'  triangoli  VMN , 
raG,  é  FM,        :  :FH,  VG,t  pero  ^G=/>  =  IK9 

e 

adun- 


ANALITICHE.  225 
adunque RK ~adf*-fy;  ma  HG =by , GK ~ Fl-aeb-adb, 

quindi  HJC  =  hey  +  aeh  —  adh  ;  ma  HD  =:  VA~x,  dun- 

re 

que  fará  KDzzhey*  aeb—adh~eext  e  perché  ,  per  Ia_. 

proprictá  della  curva  ,  deve  eíTere  il  rettangolo  di 
R  K  X  K  D  eguale  al  rettangolo  cortante  ,  dunque_* 

adf-t-  efy  X  bey  Maeh  —  adb  —  m  —  aaedb     ¿¿M>  X/, 

ee  ee  e*  e 

ciobyy  —  exy  +.  ay  —  adxzzo9  come  doveva  eíTere  . 

b  b 

Fatta  la  fteíTa  diligenza  ad  ogni  Efempio  ,  e  Proble- 
ma ,  li  troverá  eílere  giuíio  il  método  . 


Ti  CAPO 
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CAPO  IV. 

Delle  Equxzténif  e  de*  Problemi  folidi 

144.  R  Adice  di  nna  qualunque  equazione  fi  chiaraa  ciaf- 
cuna  di  quellc  quantitá  ,  che  foílituite  nell'  equazione  in_« 
luogo  di  quclla  lettera,  fecondo  cui  1' equazione  ílefifa  c 
ordinata,  cioé  in  luogo  di  quella,  che  fa  figura  d' incógni- 
ta, fanno  fvanire  tutti  i  terraini ;  ovvero  (  ció  che  é  lo 
íteííb  )  radice  d'  un'  equazione  é  ciafcuno  de*  valori  dell* 
incógnita,  o  delta  lettera,  che  fa  figura  d' incógnita  nelr* 
equazione . 

Le  radici  adunque  dell' equazione  xx—ax  +  bx—, 
ab  —  o  faranno  due,  una  a9  l'altra  —  by  perché  ciafcuna». 
di  quefle  foftituita  in  luogo  di  x  fa  fvanire  i  termini  dell' 
equazione ;  o  perché  si  a ,  come  —  b  fono  i  valori  della  let- 
tera x  nell'  equazione  propofta.  Le  radici  dell' equazione 
x*—  x 19XX4-49X  —  30  =  o  faranno  1 ,  i,  5,  —  5  ; 
perché  appunto  ciafcuno  di  quefti  numeri  foítituito  in_, 
luogo  della  x  fa  fvanire  tutti  i  termini ,  o  perché  ciafcuno 
di  queQi  numeri  é  un  valore  della  incógnita  x  .  Le  radici 

dell' equazione  x bbx x  —a*  =0  faranno  +•  v  —  aa , 

.—  aább 

—  i/—cu9  •>rVaajrbb9  —\/aa+-bb  ,  e  cosí  dell' altre 
tuttc . 

145. 
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145.  In  altro  fenfo  ancora  fogliono  prender/!  le  radi^ 
ci  d'unf  equazione,  cioé  fottraendo  dall' incógnita  ad  uno 
ad  uno  i  valori  pofitivi,  ed  aggiungcndo  i  negativi,  c 
paragonandoli  alzero,  onde  in  quefto  fenfo  le  radici  dell' 
equazione  xx  ~  ax  +  bx  —  ab  zz  o  faranno  x  —  a  zz  o  , 
x+bzzo.  Dell' equazione  x  +  ^x1—  ípxx*-  49X  —  30  —  o 
faranno  #~  1=0,  x—  2  =  0  ,  x — 3=0,  e  cosí 

dell'altre,  ed  in  quefto  fenfo  dicefi,  che  ogni  equazione  é 
il  prodotto  delle  fue  radici,  perché  tra  loro  moltiplicatc 
formano  appunto  l* equazione,  di  cui  fono  eíTe  le  radici  ; 
quindi  é,  che  tante  faranno  le  radici  delle  equazioni,  com- 
prefe  le  iramaginarie  ,  quanto  é  il  grado  loro,  e  pero  duc 
faranno  le  radici  dell'  equazione  quadratica,  tre  della  cu- 
bica ,  quattro  di  quella  del  quarto  grado  ec. 

Si  moltiplichi  x  +  azzoinx+bzzo,  nafcerá  V equa- 
zione quadratica  (I.)  xx+  ax  +  abzzo,  quefta  di  nuovo  íi 

4-  bx 

moltiplichi  in  x  —  c  —  o,  e  nafcerá  V  equazione  del  terzo 

grado  (II.)  x 3  +-  axx  4-  abx  —  abe 

4-  bxx  —  acx  zz  o  ,  e  quefta  di  nuo- 

—  cxx  —  bcx 

vo  ÍI  moltiplichi  in  #4-  d— o  ,  e  fará  P  equazione  del  quar- 
to grado  (  III.  )  x 4  4-  ax 3  4-  ábxx  —  ábex  —  abe  A 

4-  bx 3  —  cicxx  4-  abdx 
—  ex 3  —  bcxx  —  acix  S  o 

4-  dx  3  4-  adxx  ~  bedx 
4-  bdxx 
—  cdxx 

Si  moltiplichi  x+  1/  abzzomx  —  i/abzzo,  fará  xx~ab~ o, 

Ff  2  c 
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e  quefta  ñ  moltiplichi  in  x  +»  c=:o ,  fará  x  *  «§■  cttx—abX'— 
abe— o,  e  di  nuovo  fi  moltiplichi  in  x  +  c  —  o  ,  fará 

x 4  +  2<ta?  J  —  ábxx  —  íafotf  —  ábee  —  o 

+•  ccxx   

Si  moltiplichi  #4-  i-'— ¿&  =  o  in  x~V ~ ab~o  inJÍ 
#  +  <j = o ,  fará  #  }  +•  axx  4-  ¿£.v  4-      — o  . 

14Í.  Se  adunque  ft  averá  modo  di  faperc ,  quali  íieno 
i  valori  o  tutti ,  o  alcuni  dell'  incógnita  dell*  equazione  ,  íi 
potrá  fempre  eíTa  dividere  per  tante  cquazioni  íemplici , 
quanti  fono  i  valori  noti,  aggiungendo  all*  incógnita  i 
valori  negativi ,  e  fottraendone  i  pofitivi .  Quindi  l'equa- 
zione prima  e  divifibile  per  x  4-  a9  e  per  x  4-  b\  la  fecon- 
da  per  x-+>  a  ,  x-*~b  ,  x  —  c  %  la  terza  per  x  +  a  ,  x  +  b, 
x  —  c,x  +  dec.;  con  che  íi  riducono  le  equazioni  com- 
pone in  tante  femplici ,  quante  fono  le  radici ,  fe  tutte  fo- 
no note ,  e  fi  abbafíano  di  tanto  grado,  quanto  é  il  nume- 
ro delle  note  ,  fe  non  lo  fono  tutte  ;  e  peró  l'equazione  , 
per  efempio  ,  del  quinto  grado  íl  ridurrá  al  quarto  ,  fe  fi 
fappia  una  delle  fue  radici  j  ai  terzo  quando  fe  ne  fappii- 
no  due  ec. 

147.  Dal  modo  ,  con  cui  nafeono  le  equazioni  (  che 
s'intenderanno  fempre  ridotte  al  zeio,  e  nelie quali  il  maf„ 
fimo  termine  rifpetto  sil' incógnita,  o  rifpetto  a  quella  let- 
rera ,  fecondo  cui  fono  ordinate  ,  fia  pofitivo  ,  e  libero  da' 
coefficienti)  é  facile  il  riconofeere,  che  il  coeficiente  dell' 
incógnita  ,  o  fia  della  lettera  ,  fecondo  cui  é  ordinata_. 
l'equazione  ,  nel  fecondo  termine  é  la  fomma  di  tutte  lo 

ra- 
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radici  dell'equazione  affette  dal  fegno  contrario  ;  il  coefi- 
ciente del  terzo  termine  é  la  íbmma  di  tutti  gli  ambj,  che 
íi  poíTono  fare  da  eíTe  radici ;  il  coeficiente  del  quarto  U 
íbmma  di  tutti  i  terni ,  e  cosí  di  mano  in  mano  fino  ali' 
ultimo  termine  cortante  ,  che  é  il  prodotto  di  tuttc  le  ra- 
dici fra  loro . 

148.  Da  ció  s'inferiíce  ,  che  la  íbmma,  delle  radici 
poíitive  dovrá  neceíTariamente  eílere  eguale  alia  íbmma-.* 
delle  negative  in  tutte  quelle  equazioni,  nelle  quali  manca 
il  fecondo  termine  ;  e  che  la  íbmma  delle  politive  fara 
maggiore  della  fomma  delle  negative ,  quando  il  fecondo 
termine  fia  affetto  dal  fegno  negativo ,  ed  ali'  oppofto  5 
quando  efib  fia  affetto  dal  fegno  pofirivo  . 

149.  Mancando  nell'equazione  un  qualche  termine, 
fi  fuole  nel  luogo  del  termine  mancante  fcrivere  un'afte- 
rifco,come  „v4  *-h  aaxx  —  b% x  -^a*— o  fe  manca  il  fecon- 
do termine;  #4  —  ax%  * — b^x^a^—o  fe  manca  il  terzo, 
c  cosí  degli  altri  • 

150.  Se  l'equazione  non  avrá  termine  alcuno  affetto 
da  quantita  immaginaria  ,  le  radici  fue  faranno  o  tutto 
reali ,  o  avendone  delle  immaginarie  ,  faranno  eíTe  in  nu- 
mero parí  ,  ed  eguali  a  due  a  due  ,  con  la  fola  diverfi.tá  , 
che  una  fará  pofitiva  ,  e  l'altra  negativa;  imperciocché  ef- 
fendo  il  fecondo  termine  la  fomma  di  tutte  le  radici ,  fe_, 
Pequazione  á  il  fecondo  termine  ,  quando  le  radici  imma- 
ginarie  non  fi  diftruggano  a  due  a  due  coi  fegni  contrarj, 
in  eífo  coeficiente  vi  fará  neceíTariamente  qualche  imma- 
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ginario  contro  il  fuppofto  ;  fe  poi  manca  il  fecondo  ter- 
mine ,  appunto  egli  non  puó  mancare  ,  fe  non  quando  la 
fomma  delle  radici  pofuive  fia  eguale  alia  fomma  dello 
negative  ,  e  per  conieguenza  ancora  la  fomma  delle  im- 
ni  íginarie  pofitive  eguale  alia  fomma  delle  immaginario 
negative  ,  cioé  fe  non  quando  eíTe  fi  dittruggano  nel  mo- 
do íuddetto  .  Le  equazioni  adunque  di  grado  difpari  ave- 
ranno  neceíTariamente  una  radice  per  lo  meno  reale  ,  €L# 
quetle  di  grado  pari  potranno  averie  .tutte  immaginarie.,  • 
Medefimamente  ÍI  difcorra  ,  per  la  fteffa  ragione  ,  delle 
radici  forde  ;  vale  a  diré  ,  che  fe  l'equazione  non  averá 
termini  fordi ,  o  irrazionali ,  le  di  lei  radici  o  faranno  tut- 
te razionali,  o  le  irrazionali  faranno  di  numero  pari  a  due 
a  due  eguali  ,  ma  con  fegno  contrario  . 

151.  Vi  fono  delle  equazioni ,  che  ánno  tutte  le  ra- 
dici pofitive,  dell*  altre,  che  le  ánno  tutte  negative,  e  deli* 
altre  ,  che  ne  ánno  e  delle  pofitive  ,  e  delle  negative,  fle- 
cóme ve  ne  fono  di  quelle  9  che  le  ánno  tutte  immagrna- 
rie  ,  altre  tutte  reali,  altre  finalmente,  che  ne  ánno  e  del- 
le reali,  e  delle  immaginarie .  Diverfe  rególe  fi  danno  da- 
gli  Scrittori  d'Algebra ,  per  conofeere  in  una  qualunque 
data  equazione  il  numero  delle  radici  pofitive  e  negative, 
delle  reali  ,  e  delle  immaginarie  ;  ma  perché  quefte  regó- 
le ,  e  le  loro  dimoftrazioni  fono  aíTai  comporte  e  prolií^e, 
e  di  pochifíimo  ufo  ,  da  me  fi  tralafciano  ,  bailando  ii  fa- 
pere  ;  primo  0  che  fe  tutte  le  radici  fono  negative  ,  faran- 
no pofitivi  tutti  i  termini  deli'  equazione  ,'imperciocché  ef- 

fen- 
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fendo  pofitivi  in  quefto  cafo  tutti  i  termini  dcllc  equazio- 
ni  femplici  ,  cioé  delle  radici  prefc  nel  fccondo  fignifica- 
to  (num.  145.  ),  dalle  quali  s'intcnde  generala  la  proporta, 
faranno  altresi  pofitivi  tutti  i  prodotti ;  fecondo  ,  che  fe_, 
tutte  le  radici  fono  pofitive  ,  i  termini  dell*  equazione  fa- 
ranno alternativamente  pofitivi  ,  e  negativi,  poiché  il  pri- 
mo termine  ,  com&  íi  fuppone  ,  giá  fará  fempre  pofitivo; 
il  fecondo  termine  ,  poichc  contiene  la  fomma  di  tutte  le 
radici  (  le  quali  efíendo  pofitive,  faranno  negative  nelle_> 
cquazioni  femplici )  fará  negativo  ;  il  terzo  termine  conte- 
nendo  gli  ambj  ,  cioc  prodotto  di  numero  pari ,  fará  pofi- 
tivo ;  il  quarto  contenendo  i  terni ,  cioc  prodotto  di  nu- 
mero difpari  ,  fará  negativo  ,  e  cosí  di  mano  in  mano  ,  c 
peró  un*  equazione  comporta  alternativamente  di  fegni 
pofitivi  ,  e  negativi  averá  tutte  le  radici  pofitive  . 

Quindi  fe  i  termini  di  un*  equazione  non  averanno 
tutti  il  fegno  pofitivo  ,  o  non  averanno  alternativamente 
il  pofitivo  ,  e  negativo,  vi  faranno  radici  pofitive,  e  nega- 
tive ,  Altro  argomento  ficuro ,  che  l'equazione  contenga 
radici  pofitive  $  e  negative  ,  fará  quando  in  efla  manchi 
cjbalche  termine  ,  perché  non  puó  un  termine  mancare  , 
fe  non  diftruggendofi  con  i  fegni  contrarj  i  prodotti ,  da* 
quali  é  formato  ,  cioé  fe  non  eílendovi  delle  radici  pofiti- 
ve, e  negative  •  Qucrta  notizia  potrá  fervire  per  fcegliere 
&  fuo  luogo  fra  i  molti  divifori  dell*  ultimo  termine  di  una 
formóla,  o* equazione  quelli  ,  per  i  quali  devefi  tentare^ 
la  divifionc  ;  perché  fe  l'equazipne  averá  fole  radici  pofi- 
tive, 
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tive,  fará  fupcrfluo  il  tentare  la  divifione  per  i  divifori  po- 
fitivi ,  e  fe  avrá  fole  radici  negative  ,  fará  fuperfluo  il  ten- 
tarla per  i  divifori  negarivi;  e  íi  dovrá  tentare  per  gli  uní, 
e  per  gli  altri ,  quando  le  radici  fieno  poíitive  ,  e  nega- 
tive . 

Tutto  ció  peró  s'intenda  detto  di  quelle  equazioni  ¿ 
le  di  cui  radici  fono  tutte  reali ,  perché  nel  cafo  delle  im- 
maginarie  la  regola  non  á  luogo  .  Ed  in  fatti  fia  l'cquazio- 
fie  x '  4-  bxx  -h  aax  +•  aáb—o ,in  cui  ciafcun  termine  é  affet- 
to  dal  fegno  pofitivo  ,  e  puré  le  radici  fono  una  pofitiva  , 

e  due  negative  ,  cioé  x~  —  b  reale  ,  ed  x~izV*~aa  im- 
maginarie . 

152.  Le  equazioni  del  terzo  ,  e  quarto  grado  ,  nelle 
quali  raanchi  il  fecondo  termine ,  fe  il  terzo  fará  aífetto 
dal  fegno  pofitivo  ,  averanno  infallibilmente  delle  radici 
immaginarie,  perché  ,  eflendo  le  radici  tutte  reali ,  il  ter- 
zo termine  non  puó  non  eíTere  affetto  dal  fegno  negativo; 
e  la  ragione  fié,  che  ,  parlando  in  primo  luogo  delle* 
cubiche  ,  quando  in  eíTe  manchi  il  fecondo  termine,  la-, 
fomma  delle  radici  pofitive  c  eguale  alia  íomma  delle  ne- 
gative ,  e  peró  o  una  pofitiva  fará  eguale  a  due  negative, 
o  due  pofitive  eguali  alia  negativa  ;  quindi  le  radici  fieno, 
per  efempio  9a  9b  ,  e  —  c,  o  puré  —  b9  +-  c,  il  coef- 
ficiente  del  terzo  termine  fará  ¿ib— ac  —  be,  ma  de  ve  eíTe- 
re a  4-  b  —  c  nella  fuppofizione  ,  che  manchi  il  fecondo 
termine  ,  adunque  fará  ac  maggiore  di  ab  ,  e  perció  ab — 
ac — be  quantitá  negativa  . 

Nclle 
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Ndle  equazioni  poi  del  quarto  grado  poíTono  eíTere 
rre  le  radici  pofitive  ,  ed  una  negativa,  cioé  a,  +.  b,  +.  c, 

—  d;  poíTono  éífere  tre  negative,  ed  una  poíitiva,  cioé 

—  a,  —  b,  —  c,  poílbno  eíTere  due  negative  ,  e_» 
due  pofitive,  cioé  —  a,  -*b,  -w,  +  d;  nel  primo,  e 
fecondo  cafo  il  coefficiente  del  terzo  termine  fará  ab  ■+ 
ac  +■  be  — ad  —  bd  rsi  cd',  ma  per  la  fuppoíizione  deve_* 
eflere  a+-  b+-  c—d,  adunque  fará  ad  maggiore  di  ab  ,  cd 
maggiore  di  ac,  bd  maggiore  di  be,  e  peró  ad-hbd+>  cd 
maggiore  di  áb  +.  ac  +-bc ,  ed  in  confeguenza  il  terzo  ter- 
mine negativo .  Nel  terzo  cafo  il  coefficiente  del  terzo 
termine  fará  ab—rac—bc — ad—-bd+.  cd,  e  deve  eflere 

Si  faccia    m—a-t-  b—c+-  d ,  fará 

tnm  —  a-h  bXc  ? d~ac.+-  ad+  bc-h  bd, 

mm~a+-b  -aa  +  2ab -hbb9 

mm  —  c+'d  —cc+-2cd+ddy  e  peró 

ab     mm  — aa  —  bby 

tdzzmm  — ce — dd, 

1    1  ■  ■  ■ 

z 

c  ab  +  cdzzmm — -aa — bb — ce  —  dd,  dunque 

z 

mm  é  maggiore  di  ab*-td,  dunque  ac  +>  ad  -h  be  +■  bá 
c  maggiore  di  ab+-cd,  e  pero  il  cóeíficiente  del  terzo 
termine  negativo . 
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153.  Egli  c  fempre  in  tioltra  mano  il  fare,  che  íil- 

nna  qualunque  equazionc  tutie  le  radici  veré  o  pofitiré 
divengano  falfe  o  negative  ,  e  le  negative  divengano 
pofitive  .  Nulla  di.piü  per  ció  fare  fi  richiede,  che  cám* 
biare  i  fegni  a  tutti  i  termini ,  che  fono  in  ordine  parí, 
cioé  al  fecondo,  alquarto,  al  fefio  ec,  la  ragione  fi  é, 
che  eílendo  il  fecondo  termine  la  fomma  di  tutte-  le  radi- 
ci ,  in  cui  pero  fono  le  negative  con  fegno  pofitivo ,  e  lé 
pofitive  con  fegno  negativo ,  come  chiaramente  fi  é  ve- 
duto  al  num.  145.  nel  formare  le  equazioni  comporte  dal 
prodotto  delle  fémplici  ,  mutando  i  fegni  fi  muteranrto 
cíle  puré  ;  gl'altri  termini  in  ordine  parí  fono-  formati 
da  prodotti  di  numero  difpari  di  radici ,  oioe  il  <juart<* 
da  terni ,  ii  fefio  da  cinquine  ec.  ,  quindi  fe  ánno  efli 
il  fegno  pofitivo  faranno  formati  dal  prodotto  di  radici 
tutte'  negative  ,  o  da  numero  pari  di  radici  pofitive,  e 
numtro  difpari  di  radici  negative  ;  e  fe  ánno  il  fegno 
negativo  faranno  formati  dal  prodotto  di  radici  tutto 
pofitive,  o  da  numero  pari  di  radici  negative  ,  e  numero 
difpari  di  radici  pofitive ;  dunque  mutando  ii  fegno  ai 
termini  pari ,  le  radici  pofitive  diverranrío  negative,  ed 
all'oppofio  . 

Rifpettó  ai  termini  difpari  in  ordine  ,  efiendo  elH 
formati  da  prodotti  pari  di  radici  ,  fe  ánnp  il  fegno  po- 
fitivo, faranno  formati  o  da  numero  pari  di  fole  radici  ne- 
gative, o  da  numero  pari  di  fole  radici  pofitive  ,  o  da  nu- 
mero 
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mero  pari  di  pofitive  ,  e  pari  di  negative  ,  quindi  mu- 
tandoíl  reciprocamente  quefte. ,  non  fi  muterá  il  fegno 
ad  ejg  termini  ;  fe  poi  ánno  il  fegno  negativo,  faran- 
no  formati  da  prodotto  di  numero  difpari  di  radici  po- 
íitive  in  numero  difpari  di  negative  ,  quindi  mutandoíi 
puré  quefte  reciprocamente,  non  fi  muterá  il  fegno  ad 
eífi  termini,  e  perd  fi  devono  lafeiare  intatti . 
L'  equazione  x 3  +-  axx  +-  abx — abe 

4  +•  bxx — acx         zzo  átre  radici, 

— -cxx — bcx  - 
due  fono  negative ,  cioé  — a,  — ¿>,  o  fia  x+-azzo, 
x-hb—o,  ed  una  pofitiva,  cioé  c,  o  fia  x  —  c  —  o.  Mu- 
tando  i  fegni  a'  termini  in  ordine  pari  dell' equazione , 
fará  x 3 — axx  4-  abx  +■  abe 

—r-bxx  —  acx  -zz o,  e  le  radici  pofitíve  fa- 

1  -i¿  cxx  bcx  -  íWi.^  ;  18  •+ :8oí — vy>,>'  *  \?-  1 
ranno  x — azzo,  x — bzzo;  edx^-ezzo  la  negativa. 
Né  importa,  che  alcun  termine  manchi ,  nel  qual  cafo 
li  pone-  la  ftelletta  in  luogo  de'.*  termini  mancanti ,  c 
procede  la  ftefla  regola  .  Cosí  nell'  equazione  x 3  *  — 
28a?  +  48  zz  o,  le  di  cui  radici  veré  fono  x  —  zzz  o, x — 4=0, 
e  la  faifa  x+-6zzo9  mutando  i  fegni  ai  termini  pari  in 
ordine,  fará  x%  *  —28a? — 48  =  0,  le  di  cui  radici  falfe 
fono  a;+-2-o,  íí-t-^ro,  e  la  vera  a?  —  6—  o  . 

154.  Data  una  qualunque  equazione  ,  é  facile  per 
mezzo  di  congrue  foüituzioni  accrefeere.,  o  diminuiré-, 

Gg  2  ciaf- 
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ciafcuna  dellc  di  lei  radici,  anco  non  cognítc ,  d*unt* 
data  quantita ,  cioé  trasformarla  in  un'altra  equazione  , 
le  radici  della  quale  fieno  quelle  della  propolia  accre- 
fciute  j  o  diminuite  della  data  quantitá  .  Si  ponga  eguale 
ad  una  nuova  incógnita  la  incógnita  dell*  equazione  9 
aggiunta  o  fottratta  da  eíTa  la  data  quantita  ,  cioé  ag- 
giunta  fe  per  efla  fi  vogliono  accrefeiute  ,  e  fottratta^. 
fe  fi  vogliono  diminuite  .  In  luogo  dell'.incognita ,  e  fue 
poteftá  nell' equazione  propofta  fi  foítituifca  il  <uo  valo- 
re dato  per  l'altra  incógnita,  e  per  la  cortante  data»,; 
e  nafcera  un'altra  equazione  ,  le  di  cui  radici  faranno 
come  íi  cercano,  Sia  l'equazione  X++-4X1 — ipxx — • 
ioí^— i2oro,  le  di  cui  radici  íi  vogliano  accrefeiu- 
te del  numero  3.  Sifaccia  x-h$~y,  e  peró  x=y —  3, 
xx  —  yy —  ¿y  5,  x*—yl  — •  $yy +.  %ly  —  27,  x<  —y'' — 
ily*  +.  ¿4yy —  io8y  +  81  ;  adunque  facendo  le  foftituzio- 
ni  in  luogo  della  x  ,  e  fue  poteftá  nella  propofta  ,  íi 
trasformerá  eíTa  in  queft'altra 

y+ — i2y*+-  %4yy  —  io8y  4-  81 
■+4y3  —  l6yy  4-  loSy — 108 

~~  ipyy-h  1 147 — 171  zzo 
—  loóy  4-318 

•  '<\ñ  bib¿'i  iuo  ib  al   o  —  8&  y&fé^*®  ew  $5$  ^nibio 

cioe  y*  — Sjj/ 3  —  yy  +■  $y  o  ,  e  dividendo  per  y  , 
^>_g^_y4-8  :=o,  in  cui  e  manifefto,  che  le  radi- 
ci faranno  maggiori  delle  radici  della  propoíta,  quanto 

S'Sr)  c 
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c  ii  numero  3,  perche  fe  fi  é  fatto  y^zx4-$9  adunque 
fark  y  .uguale  a  ciafcun  valore  di  #  accrefeiuto  del  3  . 
E  qui  fi  rifletta  ,  che  neir  accrefeere  in  quefto  modo  le 
radici,  íi  accrefeono  di  quella  tale  quantitá  le  pofitive  , 
ma  le  negative  li  diminuilcono  della  íleíTa  quantitá,  per- 
ché aggiungendo  pofitivo  a  negativo  ,  Te  ii  negativo  b 
maggiore  del  pofitivo  ,  fi  fa  minore  nel  genere  fuo  di 
prima  ,  fe  é  eguale  íi  fa  zero  ,  fe  é  minore  fi  rendo 
poíitivo;-  quindi  nella  propofta  equazione  x+i-qx3  — 
i$xx — io6x — 120  =:o  ,  le  di  cui  radici  (  le  quali  pero 
non-  íi  fanno  per  ora  ritrovare  coi  metodi  infegnati  )  fono  . 
+.5, —  2$  —  4,-^-3,  cioé  x — 5  =  0,*' 4-  2  =  0**»+- 4=0, 
x  +  3=0  una  vera  c  tre  falfe,  avendo  io  voluto  accre- 
fcerk  del  numero  3,  nella  trasformata  y* —  Syy — ^4-8=0 
dovranno  eflere  +.  8,  +-  1 ,  —  1  ,cioéjy —  S~o9y — 1  =o, 
y+  1=0,  che  rali  appnrito  fono,  ed  é  zero  quella  che 
corrifpondercbbe  alia  quarta,  perché  — 3  +  3—  o  ,  e  per 
quefta  ragione  é  di  foie  tre  dimenfioni  Y  equazione  ridot« 
ta,  febbene  di  quattro  la  propolta. 

All'oppofto  quando  fi  diminuifeono  d'una  data  quan- 
titá le  radici  di  unf equazione,  per  la  ÍleíTa  ragione  le  ne- 
gative crefeono  nel  genere  fuo  di  quella  quantitá  ,  ma  Ic 
pofitive  poíTono  divenire  nulle i§  fe  la  data  quantitá  é  a- 
loro  uguale  ,  e  negative  s'é  di  loro  maggiore.  Nella-. 
fteíla  equazione  x*  4-  4#3  —  ipxx  —  io6x  — 120  —  o 
volendo  diminuiré  del  numero  3  le  radici  ,  íi  fac- 

cia 
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cia  x — 3 ~y  ,  é  peró  x—y*"$  ,  xx  —yy  +  +. 9  ,  xl  — 
y,+m9yy+  27^4-27,  x'^—y**"  iiy1  +  54)74-  io8jh-8i  ,  e_» 
peró  fatte  le  foftituzioni,  fará  l'equazione 

y*+-  I2y ?  -f-  54^7  4-  loBy  4-  81 
4-4^ 3  4-3<fyy  4>  io8y  4- 108 

—  igyy — nfy — 171  =0 
— \o6y  —  318 
— 120 

cioey+4-,i<5[y'5  +  jiyy — 4y — 420=0,  eperchéle radici  della 
propofta  fono  5, — 2, — 3, — 4,cioé# — 5=0,  #4-2:2:0, 
#+-3  =  0,  a?+4  =  o,  dovranno  eíTere  quelle della  trasfor- 
mata  2, — 5,  — 6,  — 7,  cioé  y  —  2=0,^+5=0, 
y-hó—o^  y^hj  —  o,  che  tali  appunto  fono. 

Sia  l'equazione  x\+-cxx — bbx — bbc~o  ,  e  11  vo- 
gliano  accrefcere  della  data  quantitá  a  le  di  lei  radici .  Si 
faccia  x-ha—y,  e  pero  x—y — a,  xx—yy —  2ay-i-aa9 
x^—y* —  ^ayy  4-  $aay — a1 ;  quindi  fatte  le  foftituzioni  ,  fará 
l'equazione  y1  —  ^ayy  4-  $aay—a 3 

4-  cyy  —  2acy  4-  aac       —  o , 
—  bby  +  abb 
—bbc 

le  di  cui  radici  fono  maggiori  di  quelle  della  propoíta_  , 
quanto  é  la  quantitá  a  >  ed  in  fatti  le  radici  di  quella  fono 
x — b—o  ,  x  +  b  —  o  ,  x  ^-  c  —  o  ,  e  di  quefta  fono 
y — b+- a~o ,  y+-k  —  a~o , y+- e  — a—o. 


ANA  LITICHE.  239 

i 53:.  In  fimil  modo  íi  potra,  data  un' equazione  ¿ 
tranformarla  in  un'altra,  le  di  cui  radici  fieno  le  medcíi- 
me  della  propoíla,  ma  moltiplicate ,  o  divife  per  una_¿ 
data  quantitá,  per  éfempio  /,  facendo  la  fortituzione  di 
fx  ~y  ( eílendo  x  V  incógnita  della  data  equazione  )  fe  íi 
vogliano  moltiplicate  ,  e  facendo  x  zzy  fe  fi  vogliano 

7 

divife  .  Cosí  puré  íi  fará  x  i±  gy  fe  íl  voglia,  che  le  radici 

7  . 

della  trasformáta  abbiano  a  quelle  della  propofta  la— 

ragione  di  /  alia  g  ;  e  faraífi  i/fx—y  fe  fi  voglia  ,  che 
fieno  medie  proporzionali  tra  la  quantitá  f ,  c  le  radici 
della  propoila.  Símilmente  faraífi  x—  1  fe  íi  voglia—, 

y 

che  íieno  reciproche  ec. 

1 5-5.  La  ragione  di  quede  rególe  e  chiara;  imperoc- 
chc,  prefo  il  primo  cafo,  cioé  qu  ello  delle  radici  accrc- 
fciute,  facendofi  la  foilituzione  di  x*-a~y9  i  valori  di 
y  cavati  dali' equazione  trasformata  faranno  eguali  ad 
x  +  a,  cioc  eguali  ai. valori  della  propoíla  accrefciuti  del- 
la quantita  a  ;  c  fimilmente  íi  difcorra  in  proporzione 
negl'ahri  caíi. 

157.  Molti  fono  gli  ufi  ,  che  fi  poflono  fare  delle 
dette  foftituzioni ;  uno  puó  eíTere  i  che  fe¿  non  avendo 
noi  il  modo  di  riconofcere  ,  quali  íierió  le  radici  d'  una 
propoíla  equazione ,  trasformandola  in  alcuna  delle  ac- 

cen- 


24o  INSTITUZIONI 

cennate  maniere  ñ  poteíTcrb  ritrovare  le  radici  della_» 
trasformata,  quefte  accrefciute,  o  diminuite,  moltiplica- 
te ,  o  divhe  ec. ,  per  la  quantitá  cortante  ,  fecondo  la  fo- 
ílituzione  fatta,  farebbero  anche  le  radici  della  propoíla. 

158.  Altro  ufo  fará  di  liberare  qualora  fi  vuolc  dalle 
frazioni ,  e  molte  volte  da'  fordi  le  equazioni .  E  quanto 
alie  frazioni ,  fi  faccia  1'  incógnita  dell'  equazione  eguale 
ad  una  nuova  incógnita  divifa  per  la  mínima  quantitá , 
che  per  ciafcuno  de'  denominatori  de'  termini  dell'equa-. 
zione  fia  divifibile,  la  quale  nel  cafo ,  che  efíi  denomi- 
natori foffero  primi  tra  loro  ,  fará  il  prodotto  de*  me- 
defimi;  indi  fatte  le  foftituzioni  ,  e  ridotti  i  termini  al 
comune  denominatore ,  fi  avrá  un'altra  eqúazione  libe- 
ra dalle  frazioni ,  le  di  cui  radici  íaranno  que  lie  della_. 
propoíla  moltiplicate  nella  quantitá  ,  per  cui  é  ftata_. 
divifa  la  nuova  incógnita.  Sia  1* equazione  y^ayy — 

aby^.aab—o;  fi  faccia  y=J¿,  yy—zz,  ^3=zJ,  onde  fará 

I* equazione  _z_3     azz — abz  -hoab—o  ,  e  riducendo  al 

comune  denominatore,  fará  z}+.  azz— iiabz+-  n6aab-o9 
le  di  cui  radici  divife  per  6  faranno  le  radici  della  pro- 
pofta  .  Sia*' — axx  +  aax_+ (£  —  o  .  Si  faccia  x  É  z,  e 
*       *     d  Ja 

fatte 
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fatte  le  fouMtuzioni ,  fará  la  trasforraata    zs   —  azz  +- 

b '  c 3  d 3    6 3 

¿¿z +•  ¿3  =o  ,  e  riducendo  al  coraune  denominatore . 

mt  -rr 

fará  z 3  —  tfrázz  $  aabbcddz  +■  a>  b1  c> dd  zzo  ;  quindi  fe  fi 
fappia  .il  valore  di  z,  fi  faprá  quello  di  x  ancora  .  Me- 
defimamente  per  liberare  le  equazioni  da'  fordi,  ii  che 
íuccede  talorá,-  fi  ponga  la  incógnita  eguale  ad  una  nuova 
incógnita  divífa  per  la  radicale,  e  fi  facciano  le  foílitu- 
zioni ,  Sia  1'  equazione  x s  —  xx  V  3  +-  z6x  —  8  :=o.Si 

27  27F3 

faccia  x  -  zj,  e  pero  xx—  zz ,  xl  -__z" ,  e  fatte  le 

Y$  ~  3^3 

foftituzioni ,  fará  zJ  — zzi/$+-  z6z  —  8   =0 ,  e_» 

3 1/3  3      271/3  27K3 

raoltiplicando  per  3K3,  fará  z5  — 3ZZ4- 2#z  '—  8  no, 

-onOr3  ii  aílpá  -S  ?  t»Í£pibfci  dB.ti  r,  •  $>    .:vj> i 

e  finalmente  liberando  dalle  frazioni  nella  fuddetta  manie- 
ra col  fare  z  —  y_,  ovvero  z  —  j  ,  che  in  quefto  cafo 

..•ií>riojjipa  'sílooZv)'  oncisiiL'po  'íí-Jb  snlnmi  obnoo'/i  Ii 
nefce  piu  brevemente,  fará  1* equazione  y5  —  $yy±-  i6y  — 

24  =  0  .  E  perché  per  la  prima  íbflituzione  h  x  —  z  3 

i^rh:¿^^\         fainos  ra;,  osv^  9 

e  per  la  feconda  z—y_,  fará  a?  —  y  ,  cioé  ii  valore  della 

3  3^3 
x  fará  eguale  al  valore  della  y  divifo  per  3^3. 

H  h  Sia 
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Sia         x*  ¡/nn  +  pxx ¡/n—qx  +•   r  :ro;fifac~ 

j/"  n 

cía  x  ~  y  ,  e  pero  xx~  yy  ,  x*  =yi  ,  x* ~  y"-» 


n 


y '  nn  n  n 

fatte  le  foftituzioni,  fara  y*  « — y1  ^nn^pyy  */»  —  qy  +. 




y  -o  ,  c  moltiplicando  per  n¡/n,  fara  y^-^-ny3-^ 

npyy  —  nqy*-  m~Q.  Se  fi  voglia  offervare  la  legge  degt* 
omogenei ,  fi  libereranno  dai  radicali  le  equazioni ,  ma- 
nafceranno  delle  frazioni,  che  dovranno  ridurfi,  come  fi 
é  detto  . 

15P.  Poiché  levando  i  radicali  per  mezzo  dell'ac- 
cennata  foftituzione  null'altro  fi  fa,  che  moltiplicare  le 
radici  dell'equazione  per  eíTo  radicale  ,  é  facile  ii  cono- 
fcere,  che  fe  il  radicale  fara  quadratico  ,  per  efempio 
Vn,  bifognerá,  acció  polla  toglierfi  dall'equazione  ,  che 
il  fecondo  termine  dell'  equazione  propofia  contenga^, 
\/n,  perché  eílendo  egli  il  compleffo  di  time  le  radici 
dell'equazione,  fi  verra  a  moltiplicare  per  1/77;  conver- 
ra  ,  che  il  terzo  non  contenga  v  n ,  perché  efTendo  egli 
il  compleíTo  degl'ambj  de'  valóri  o  radici  dell'equazio- 
ne ,  fi  verrá  a  moltiplicare  per  il  quadrajo  di  ;  cosí 
converra,  che  il  quarta  contenga  Wn9  perche  eílendo 

il 
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il  compleíTo  di  tutti  i  terni  verrá  in  confeguenza  a  molti- 
plicarfi  per  n \/n  ;  Converrá,  che  il  quinto  non  contenga 
eíTo  radicale,  e  cosí  alternativamente.  Per  la  fleíTa  ragio- 
ne  ,  fe  il  radicale  da  toglierfi  foíTe  yn  ,  bifognerá  ,  che 

nel  fecondo  termine  dell'  equazione  proporta  fi  trovi 
yfnn>  nél  terzo  ^/fc,  in  neflun  modo  nel  quarto,  pfnn 

nel  quinto,  yn  nel  fe  fio,  in  neíTun  modo  nel  fettirao  ec. 

In  proporzione  fi  difcorra  de*  radicalí  di  altro  índice. 

160.  Per  mezzo  di  quefte  foftituzioni  fi  potra  puré-» 
levare  il.  fecondo  termine  da  qualunque  equazione  ,  e  ció 
ponendo  la  incógnita  eguale  ad  una  nuova  incógnita,  ag- 
giunto,  o  fottratto  il  coeficiente  del  fecondo  termine  di- 
vifo  per  il  grado  dell* equazione  data,  cioé  aggiunto  ,  fe^» 
eíTo  fecondo  termine  á  il  fegno  negativo,  e  fottratto  ,  fe^ 
á  il  fegno  pofitivo  .  Sia  P equazione  xx+ax —  bb—o9 
fi  faccia  x  ~  z  —  a  , .  e   fatte  le  foftituzioni  ,  fará 

z 

zz — az^aa 

4 

*-az — aa  rro, 

—bb 

cioé  zz  * — aa—o  5  o  fia  zz  —  aa-^bb,  onde  fi  vedo, 
4  T" 

—bb 

come  tutte  le  equazioni  di  quadratica  aífetta  íi  poflbno  in 

Hh  a  que- 
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quelto  modo  piú  fpeditamente  rifolvere  di  quello ,  che  Q  é 
ufato  al  num.  74.;  fottratto  perianto  {a  dal  valore  di  z, 
averaffi  il  valore  della  x . 

Sia  xt+-bxx—~ abx-r- ^—o.  Si  ponga  x-z —  bj 

e  peró  fatte  le  foftituzioni,  fará  z5  *  —  bbzi-tb* 

1  *7 
—  abz  +-  abb    —  O  ; 

quindi  levato  &  dal  valore  di  z ,  averaffi  ii  valore  della  x . 

?6i0'  o  .'  ^iüíxibp3;^i;¿'nidi¿fe'  sfc  am&i&f  'óbiioo^fi^Í^tí>i 
Sia  l'equazione  x+ —  zax*  +*  zaaxx  ■■ —  2a* x  -t-a+z:a. 

■ —  CCXX 

Fatta  x  —  z+"ta9  cioé  x~z+-a  ,  e  fatte  le  foftituzioni , 

fara  l'equazione  z*  *  +-  Z.aazz  —  a'z  -t-ja4 

*  "7?"  —o. 

— cczz  — -  tf£TZ  — oacc 
4 

E  peró  aggiunto  ¿a  al  valore  di  z  ,  averaffi  il  valo- 
re di  x . 

j6i.  Símilmente  fi  potrá  levare  il  terzo  termineJ 
dalle  equazioni  nel  feguente  modo  ,  Sia  1'equazioneL* 
x* — 30*'  +-  ^aaxx — 5a1  x — 2a*—o9  fi  faccia  x—y —  h 
(la  h  é  un*  indeterminata  da  fiíTarfi)  e  fatte  le  foílituzioni, 

fará 
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fará      y* — qhyl*-6hhyy — $h%y  *-h* 
—  ^ay 3  +- p ahyy  —  pahhy  -^^ah* 

"+*  ZaXyy  —  óaahy $aahh  :=:o, 
—  ¿a1  y  +-  5 ¿z J  ¿ 

Ma  acció  che  in  queda  equaz'one  fofle  nullo  il  terzo  ter- 
mine bitognerebbe  ,  che  folie  6hb  +  pah  +-  3^  =  0,  cioé 
/;/j+-3^+-^-o,  e  pero       — 30 +: ¿,  dal  che  s'impa- 

*  z  4  4 

ra  a  conofcere ,  che  la  foftituzione  da  farfi  inluogo  di 
y  —   doveva  eíTere  y        o  puré  y**a9  come  di  fatto  si 

Puna,  come  l'altra  ci  toglie  il  terzo  termine  ,  dándoci  la 
prima  y*  —  ayl  *  —  i*a*y  —  6<¡a+  —  o  ,  e  la  feconda^ 

y*  -h  ayl  *  — ¿^aly — 6a  +  —  o  , 

Con  tale  artifizio  fi  conofce ,  che  per  togliere  il  fe- 
condo  termine  fi  devono  fare  le  foftituzioni  ,  che  íl  fono 
praticate  al  num.  itfo. 

162.  Che  fe  un'equazione,  in  cui  manchi  il  fecondo 
termine,  fi  vorrá  trasformare  in  un'altra,  in  cui  manchi 
il  penulcimo,bafter&  fare  la  foftituzione  di  una  qualunque 
cortante  divifa  per  una  nuova  incógnita  in  luogo  deli' in- 
cógnita della  data  equazione.  Sia  perianto  x*  *  +-acixx  — 
a*x+-a+~ o.  Si  faccia  xzzaa^  fará  a^+~  a6 — a*^a+zzo3 

y      y'  yy  y 

e  ri- 
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e  riducendo  al  comune  denominatore  ,  e  dividendo  per 
¿4,  fará^+ — ays +•  aayy  *-hai'  —  0.  Se  nella  foítítuzio- 
ne  x—aa  in  luogo  della  cortante  a  avefli  prefa  un'altra 
y 

qualunque  ,  avrei  ottenuto  il  medefimo  intento  ,  ma_. 
l'equazione  trasformata  avrebbe  avuto  delle  frazioni. 

16$.  Che  fe  nella  propofta  equazione  non  mánca- 
il  fecondo  termine,  ma  bensi  il  terzo,  o  quarto  ec,  íi 
potra  col  medefimo  método  fare  fparire  quello  ,  che_* 
dall'  ultimo  é  egualmente  diftante  }  come  quello  ,  che 
manca ,  lo  é  dal  primo  . 

164.  Ed  all'oppoílo  mancando  neU*  equazione  uno  , 
o  piü  termini  ,  íi  potra  fempre  renderla  compita  ,  fa- 
cendo  una  nuova  incógnita  piü  ,  o  meno  una  qualun- 
que coílante  eguale  ali' incógnita  dell'  equazione  ,  e  la_. 
trasformata  avrá  tutti  i  termini .  Se  di  piü  fi  volefíe , 
che  la  trasformata  foíTe  di  grado  fuperiore  ,  fi  moltipli- 
chi  ciafcun  termine  della  propolla   per  tanta  potefiá 
dell' incógnita  ,  per  quanta  ÍI  vuole  ,  che  crefea  il  gra- 
do ,  indi  fi  faccia  la  fteíTa  ibftkuzione  .  Cosí  fe  ,  data_. 
l'equazione  x+ — a*zzo,  fi  volefle  mutata  in  un'altríL. 
compita  ,  e  del  feílo  grado  ,  farebbefi  x6 —  a'-xx  —  o^ 
indi  la  ibftituzione  indicata  ,  cioé  x  —  z±a  ( intendendo 
per  a  qualunque  fi  voglia  cortante  )  ed  avrebbefi  i'  equa- 
zione ,  che  fi  cerca  ,  ommettendofi  ora  il  calcólo  per 
brevitá  ♦ 

165. 
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xtfj.  Ridotte  le  equazioni  in  maniera,  che  abbiano 
il  maífimo  termine  pofitivo  ,  e  fenza  coefficienti ,  che 
íieno  libere  da  frazioni,  e  fordi,  e  paragonate  al  zero; 
prima  di  giudicare,  che  il  problema  fia  di  quel  grado  , 
di  cui  é  1' equazione  ,  bifogna  vedere  ,  fe  ella  abbia_* 
divifori  di  una  ,  di  due  ,  o  di  piü  dimenfioni ,  per  i 
quali  divifa  fi  riduca  a  grado  inferiore  ;  imperciocché 
del  grado  deiia  ridotta  é  propriamente  il  problema  ,  c 
non  deüa  prima  .  Un' equazione  cubica,  fe  abbia  un  di- 
vilbre  di  una  dimenfione  ,  per  eíTo  divifa  fi  riduce 
due  dimenfioni  ,  e  le  due  radici  di  quefta  ,  che  fi  ave- 
ranno  per  le  rególe  de'  numeri  73.,  e  74.,  ed  il  divifo- 
re  faranno  le  iré  radici  della  propofia  ,  quindi  il  pro- 
blema, che  a  tale  equazione  ci  á  portati  non  é  cubico, 
rna  piano  ,  e  fi  potra  cofiruire  colla  Jola  Regola  , 
Compajfo  ,  cioé  con  rette  linee,  e  circoli .  Un*  equazione 
del  quarto  grado  fe  abbia  due  divifori  di  una  dimen- 
fione ,  per  effi  divifa  fi  ridurrá  a  due  dimenfioni  ,  le 
radici  della  quale  con  i  due  divifori  faranno  le  quattro 
radici  della  propofta  ,  e  pero  il  problema  fara  piano  ; 
nello  fteíTo  modo  ,  fe  abbia  un  divilbre  di  due  dimen- 
fioni ,  un'altro  di  due  dimenfioni  fará  il  quoziente  ,  le 
di  cui  radici  con  le  radici  del  divifore  faranno  le  quat- 
tro della  propoíh  ,  e  pero  piano  il  problema  .  Se  poi 
avrá  un  folo  divifore  di  una  dimenfione  ,  la  ridotta_. 
iará  di  tre,  ed  il  problema  íará  benst  folido  ,  ma  del 

terzo 
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terzo  grado ,  e  non  del  quarto  ,  come  appariva  .  Un* 
equazione  del  quinto  grado  ,  fe  avrá  tre  divifori  di  una 
dim#nfione  ,  o  uno  di  una  ,  ed  uno  di  due  (  che  é  lo 
flelTo  cafo  come  fe  ne  aveíTe  due  di  due  dimenfioni  , 
perché  necesariamente  ne  averebbe  anche  uno  di  una) 
fi  ridurrá  a  due  dimeníioni  ,  e  pero  fi  potranno  avere 
le  cinque  radici  ,  ed  il  problema  fará  piano  ;  fe  ne  ab- 
bia  un  folo  di  una  dimenfione  íl  ridurrá  al  quarto  gra- 
do ,  e  del  quarto  grado  fara  il  problema  ;  fe  ne  avrá 
due  di  una ,  o  uno  di  due  ,  fi  ridurrá  al  terzo  grado  , 
ed  il  problema  fará  del  terzo  grado  :  in  fimil  modo  fi 
difcorra  deli'altre  .  La  maniera  di  ritrovare  i  divifori  di 
una  dimenfione  é  rtata  infegnata  al  num.  jtf. 

166.  Maoltre  a  quefti,  ficcome  poííbno  avere  le  equa- 
zioni dei  divifori  di  due,e  piú  dimenfioni,  sirazionali,  co- 
me irrazionali  ,  con  eífi  in  fimil  modo  operando  ,  e 
nella  fteíTa  maniera  difcorrendo,  deveíi  tentare  la  divi- 
íione  dell' equazione  propofla  ,  quando  peró  fiafi  prova- 
ta  prima  la  diviiione  per  i  divifori  di  una  dimenfione, 
il  che  generalmente  deveíi  fempre  premettere  ,  qualun- 
que  fiafi  1' equazione  . 

167.  La  maniera  di  ritrovare  queíli  divifori  per  le 
equazioni  del  quarto  grado  puó  eírere  la  feguente ;  giac- 
che  quelle  del  terzo,  o  fono  irriducibili ,  o  fi  poíTono  ri- 
durre  per  un  divifore  lineare  razionale  ,  per  eíTere  eíTe 
( come  fi  fuppone  )  libere  da'  radicali  . 

Sup- 
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Suppoílo  ,  che  i' equazione  del  quarto  grada  fia- 
per  i  divifori  d'una  fola  dimeníione  irriducibile  ,  íi  tol- 
ga  da  eíTa  il  fecondo  termine,  (  num.  160. )  e  nafca_., 
perefempiOjl'equazioneAr*  *  — ijaaxx — 20a*  x —  <ía*—o. 
Si  fupponga  quefta  eguale  al  prodotto  di  due  del  fecon- 
do grado,  cioé  di  xx  +■  xy  4- zzzo y  e  di  xx  —  xy  4-  u  —  of 
nelle  quali  le  y„  z,  u  fono  indeterminate  da  fiííarfi  nel 
progreflb ,  e  le  u ,  z  poíTono  avere  qualunque  fegno  ; 
il  prodotto  fará       a?4  *  4*  zxx 

— yy.xx  — yzx  +•  uz  ~o  , 

+  uxx  4-  uyx 

quindi  fi  paragoni  termine  per  termine  quefta  equazione 
colla  propofta  ;  e  dal  paragone  de'  terzi  termini  íl  rica- 
va  z  3  —  17 aa  4-  y  y  —  u  ;  dal  paragone  de'  quarti 
uzz  —  20^*4-  z,  e  ponendo  in  luogo  di  z  il  valore  giá  ri~ 
y 

trovato  a  fine  d*  avere  la  «  data  folo  per  la  y  ,  e  per  lo 
note  ,  fará  «  =  —  20-3 3  —  ijaa  +  yy,  e  ponendo  quefto 

zy  x  z 

valore  di  u  nell'  equazione  %  —  —  vjaa+>yy — «,  averafli 
a  =  — »7^4-,vv>t-2o^3 ;  dal  paragone  degl'ultimi  termi- 

m  fi  ricava  uz  — — <fa4,  e  ponendo  in  luogo  di  z,  e  di  « 
i  fuoi  valori  dati  per  la  fola  y ,  e  per  le  note  ,  fará 
2890 4 — Wyy — 400¿J!  6  +•  J 4 = — 6<* 4  »ci°e  r  iducendo  al  co- 

~4  4  4^  4 

muñe  denóminatore,^ 6 — 34^ 4  4-  28p<* 4jyy  — 400a  *  _ 

4-  iútai,yy  » 

I  i  equa- 
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equazione  trasformata  ,  che  fi  puó  confideráre  come  del 
terzo  grado,  per  non  effervi  né  jj*',  né}/*,  né y  •  fiO 
quelV  equazione  ii  ritrovino  i  divifori  dell' ultimo  termine  ; 
e  perche,  febbene  ella  é  del  fe  lió  gradó,  puré  fi  confi- 
riera, come  del  terzo  ,  fi  tenti  fe  fia  divifibiíe  per  yy  ¿ 
quefti  divifori,  tra  quali  fi  fceglieranno  quelli  foli  di  due 
dimenfioni,  come  é  chiaro  ;  e  fi  ritrovera  , 'che  é  divi- 
fibile  per  ^ — lóaazzo  9  adunque  fara  yy^z  itíaa  ,  ed 
yzz±z4a*  Nelle  equazioni  uzz —  20a1 — ijaá+*yy  ,  eJ» 

£—  2o¿zs  — 17^    yy  ,  foftituito  il  valore  di  v=4¿**  avrafli 

zy  '        z  2 
s¿2T  —  3¿7¿z,  2±2¿z¿;  adunque  le  due  equazíonr  fuíFidiarie 
.v^4*  ^y  +■  2 —  o  >  xx  —  xy+~ti  —  o  dovranno  eíTeré  xx  •¥* 
-4ax+*2aa  —  o3  e      —  ¿\ax  —  ^aazzo  y  nelle  quali  fi  ri- 
folve  I* equazione  x*  ? —  ijaaxx —  2o¿*#  — fi-^4  izo  , 

fe  per  una  di'  effe  fi  divida  • 

r  —  n  .  mil 

Ma  le  radici  diquelle  fono  (1113*74.)       — 2^£V2^ 

per  la  prima,  ed  #  =:  2#¿:  1/700  per  la  feconda  ,  dunqué 
fono  anche,  le  radici  dell' equazione  x+ — -ijaáxx  ec.  , 
e  tutte  quattro  reali3  una  pofuiva,  e  tre  negative  . 

Se  V equazione  trasformata  non  aveífe  divifore  alcu- 
no,  non  occorrcrebbe  cercare  altro  in  'queilb  cafó perché 
né  meno  né  averebbe  la  propoíla . 

Quantunque  nel  valore  della  y  fi  abbia  y~±¿\.a., 
•  puré  ó  fatto  ufó  del  folo  fegno  pofitivo,  perche  é  affatto 

in- 


ANAL  I.  TIC  HE  •  251 

indifferente  il  ferviríi  del  .politivo,  o  del  negativo,  eíTeri- 

do  Pefito  dell'r>peraziohe  lo fteflb  néll'  uno ,  ^  nell'altro 

cafo  .  In  fatti  fi  ponga  yzz —  43,  fará  u~zaa9  z~ — 340, 

e  le  due  equazioni  le  íleíTe  di  prima,  cioé  xx — qax  — 

$aa  hi  o  9  xx  4h  ¿\ax  +.  zan  =  o  . 

Sia  l'equazione  at4 — 2tf# 3  +•  2¿¿w* — 2^'&+2  a+—o; 

—  ccxx  :¿ 

togliendo  il  fecondo  termine  colla  íbílituzione  #z:z-f-  a  , 

z 

fi  muterá  in  z4  *  -h¿mzz — a*z  +-  5¿4  ±:  o  , 


■  cczz — accz — aacc 


4 

Facendo  per  tanto  il  paragone  di  queíh  con  l'equazione 

z4  *  -Httzz  —  pyz^pu  ~  o  ,  che  é  il  prodotto  delle  due 
— yyzz  +-  «yz 

+-/>zz  :~        ••  s?_ \~  lili""  Y) 
zz  -t-yz  +-/>=:  o ,  zz  — jyz  +•  a  iz  o ;  al  folito  dal  paragone  de* 
terzi  ter mini  a  veremo  p  zzyy  —  u  +¿  na —  cc>  dal  paragone  de0 

z 

qnarti  u  zzp  —  a*  — acc9  cioé  5  poílo  in  Irrogo  di p  il íuóvalo- 

y 

re,  «—^y  4-  aa  —  ce —  a1 — #¿r,eperó p—yy  +-aa  —  ce  +■ 

%       4         1  zy  z       ~  ~ 

a*.+-acc%e  finalmente  dal  paragone  degi'  ultimi  terminí  ave- 

zy 

remo  pu=<¡a  + — aacc,  cioé,  pofti  i  valori  di  p  ,  e  di  u% 
16  4 
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y'    aay* —  aAyy —  a* 
— iccy**-c+yy —  za*cc  '    =  o« 

— MCh 

Ora  i  divifori  delP  ultimo  termine  ,  intendendo  di 
due  dimenfioni ,  fono  aa ,  ed  aa^-cc*  e  la  divifione  fue- 
cede  per  yy —  aa  — cezzo,  adunquefará  yy~aa*-cc9  cd 

y  —  iz  Vaa  +-  ce , e  per  ó u  —$aa — a 5  — acc,p  —  $aa  +-a%  +  ace3 

4       2 Vaa +.  ce         4  2>Vaa+-cC 

e  le  due  equazioni  zz+-yz+*  p  =?  o  ,  e  zz — yz-^u^o 
faranno  zz  +■  z  1/ +-  w  +»  3¿*¿z  *~a3  -*-acc  =  o f 


4  21/ 


4-  f<T 


2íz1 — z  \s .aa +- ce $aa — a% — ace  ~o  f 

4  21/m^« 


CÍ0é        ZZ4-Z  K  ¿0  4- 4- 3£¿ +"  0  ftfrfu-w  =  o  , 

4  * 


—  z  v  aa  +  ee^3aa —  a  v  aa+-cc  —  o  , 
4  * 

c  quali  due  equazioni  rifolute  ci  danno  i  quattrq  valori 
Z—  —  \  x/aa^eciL  1/  — aa+*  ce  —  ~a  V aa  +  ce 

z  4 

rifpetto  alia  prima ; 


c      z  —  \  W aa*  ce  ~     — ^  +-££+- \a  V aa  +•  ce 
rifpetto  alia  feconda ; 

e  per- 
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c  perché  effc  fono  i  divifori  dell'cquazionc 

s4  * -haazz  —  a*z+*$a+ 
« —  cczz—accz — ¿raw 

4 

le  fuddette  radici  faranno  puré  quellc  deila  íleílk  equa- 
zione;  ed  eíTendo  ílata  fatta  la  foftituzione  di  xzza-^z  % 


farannO  x  —  \  ¿/aa+.cc±  t/ —  aa+-cc  —  1  a^aa^cc  % 

Z  Z     »  v  —  i  J, 

¿  4 

^  r  ~  <2  +  ^        aajr  ccil  ^ — ce  ^  ~a  Vaa  +  cc  j 

z  4 

che  fono  i  quattro  valori  del!'  equazione  propofta 

#4 — 2ax  *  4-  2aaxx — ia3  x  +  a*  —  o  . 
—  ccxx 

16%.  Ma  fi  puó  formare  un  canone,  o  fia  formóla 

genérale  si  per  P  equazione  trasformata,  come  per  le  duc 

fuflidiarie  xx  +-yx  4-  z  zz  o  9  xx  — yx  +-«1:0,  che  fi  afTu- 

mono  a  fine  di  avere  i  divifori ,  alie  quali  formóle  rappor- 

tarfi  univerfalmente ,  qualunque  íiafi  l'equazione  del  quar- 

to  grado  3  a  cui  manchi,  o  fia  tolto  il  fecondo  termine-*. 

Sia  adunque  l'equazione genérale  a;4  *  ¿:pxx.±:qx£.r—o. 

Prefe  le  due  fuífidiarie  xx  4-  yx  +-  z  =  o5  xx — yx  4-  uz~ó> 

€  fattone  il  prodotto       *  4-  zxx 

— yyxx  — yzx  -t-uz  s  o  ; 
-h  f/##  4-  uyx 

fi 
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fi  paragoni  termine  per  termine  colla  propolla  ,  e  dal 
paragone  de'  terzi  termini  troverafíi  z  —  ±.p  +-yy —  u  ;  dal 
paragone  de'  quarti  u—ztz  q  ,  e  foftituito  in  luogo  di 

z  il  íiio  valore  ,  fará  if=.±.  p  +-vy      q  ;  cioé  +■  p  fe 

z       z  %y 

nella  propofta  il  terzo  termine  é  pofitivo,  e  — p  fe  é  ne= 
gativo ;  e  cosí  nello  íteíTo  modo  +•  q  fe  é  pofitivo  il  quar- 
to,  e  — q  fe  é  negativo ;  e  quefto  pollo  in  luogo  di  u 
nel  primo  paragone,  averafíi  z  —  ±.  p-^yy^q  ;  cioé  hp 

z      %  zy 

fe  é  pofitivo  il  terzo  termine  della  propofta ,  e  — p  fe  é 
negativo;  e  per  l'oppofto  — q  fe  é  pofitivo  il  quarto,  e 
+  q  fe  é  negativo;  dal  paragone  degl'  ultimi  troveraífi 

zu—íly  ,  cioé  ±. p  ¿ryy  ¿r  q\±.  p  +• yy  +■  1  =  —  r  ,  e 

%  z       z      zy         z        z  ty 

facendo  l'attuale  moltiplicazione  ,  e  riducendo  al  comune 
denominatore  ,    y 6  ±l  zpy  *  +-  ppyy  - —  qq  z  o,  equazione.» 

eWpf#fj 

trasformata  ,  che  pu5  dirfi  cubica  ,  nella  quale  fará  +•  ip 
fe  il  terzo  termine  della  propofta  fia  pofitivo,  e  -r-ip  fe 
fia  negativo;  e  fara  — $r  fe  1' ultimo  della  propofta  fu 
pofitivo,  e  +4r  fe  fia  negativo.  Se  nelle  dne  equazio- 
ni  fuífidiarie  xx  ->r-yx  +-  zzzo  ,  xx  — yx  +■  u  zz  o  in  luogo 
di  z  ,  ed  ú  íl  porranno  i  valori  di  fopra  ritrovati ,  fa- 

ran- 
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ranno  efle  xx  +  yx±  p     yy  %  #  —o$  ed      — ja? +; 

/>  +-yy  ±L  g ^  ~o  5  quindi  fe  l'equazione  trasformata  fará 

z      z  zy 

diviübile  per  yy  £  un  divifore  di  due  dimenfioni  del? 
ultimo  termine,  avraffi  il  valore  della  y  9  che  foílituko 
nelle  due  xx+-yx±:  p  ^yyz^L  q  =0  ,  xx — yx iz  p  ^ 

z         z       ¿.y  '%'- , 

yy  ±  q  ~o  3  ci  fomtniniílrerá  i  divifori  della  propoQaL* 

z   -  zy 

x  +  *  ±Lpxx±  qx±  r  zzo  ,  e  fe  fa  trasformata  non  fará 
diviíibile  ,  né  meno  lo  fará  la  propofta. 

Sia  1' equazione  x*  *1 — ^áaxx  —  %a 1  x  $$a+  no; 
riferendo  queíta  alia  canónica  x*  *  £-pxx±_  qx±Lr  zzo  9 
fará  p  —  ¿\aa9  q~Salj  r  — 353*,  e  pero  la  trasformata  fará 

y6 — Baay*  +-  ló'á+yy-^Sqa*  ró, 
—  i^oa^yy 

cioe  y6  —  Saay4 — uqa+yy — 64a6  izo  ,  e  le  due  fufíidia- 
rie  faranno  xx+*yx  —  iaa+*  yy  -h  4a *  zzo  9  xx — yx  — 

iaü^yy^—  %a%  ~ o  ;  ma  poiehé  la  trasformata  (  rítrbvati 

i  divifori  dell' ultimo  termine)  é  divifibiíe  per  yy —  \6aa^ 
averemo  yy~i¿aa9  ed  yzz^a  9  i  quali  valori  follituiti 
nelle  due  fuffidiarie  daranno  xx  5í  4a x  -h  jaa  ~o  , 
xx—4ax+-!¡aa~o9  che  fono  i  divifori  della  .propofta-. 
x*  *—4aaxx — 2a*x+<  $5a+~o  ,  le  di  cui  quattro  ra- 

dici 
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dici  x  =  —  2a±  \s — $aa9  x  á  tu ±l  K — aa  tutte  im- 
ni  aginarie. 

irfp.  Alie  volte  il  folo  togliere  dall*  equazionc  il  fe- 
condo  termine  bafta  per  ridurla  ad  eíTere  piaña,  e  cosí 
rifparmiare  tinte  l'altre  operazioni  •  Tale  farebbe  ,  per 
efempio,  l'cquazione  x 4  -t-  icx 3  — zacxx — laacx — aacczzo , 

•H  CC XX 

la  quale ,  giacche  non  é  riducibile  per  alcun  divifore  dcll* 
ultimo  termine ,  togliendo  il  fecondo  termine  col  fare 
xzzy — c  j  fi  muta  in  quefta 

Ti"  =o., 
—  ccyy      — aacc 

i  z 

quadratica  afíetta  ,  le  di  cui  radici  diminuite  della  quanti- 
ú  c  ,  per  la  foftituzione  x~y —  c  ,  faranno  quelle  della 

propofla  • 

170.  Efigge  quefto  método  ,  che  íi  taiga  dall'equa- 
zione  il  fecondo  termine  ,  né  11  eílende  oltre  le  equazioni 
del  quarto  grado  ;  eccone  adunque  un'altro  9  che  non  ob- 
bliga  a  levare  termine  alcuno  ,  e  puó  applicarfi  tanto  alie 
equazioni  del  quarto  grado,  come  a  quelle  del  quinto  ,  e 
feílo ,  e  talora  a  quelle  di  grado  fuperiore  ancora .  Sia  1'  equa- 

zione      x**-ax*  *~aaxx  —  aabx  —  a%b  — 
■ — abxx 
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fi  prendano  due  equazioni  fuflidiarie  del  fecondo  grado 
xx-t-yx-h  u~o,  xx+-fx  f  z  —  Q,  nelle  quali  le  y,  u,f, 
z  fono  índeterminate  da  fiíTarfi  nel  progreíTo  ,  e  le  ne 
faccia  il  prodotto   a?  4  4- yxi  4-  uxx+  ufx^-zu 

+fx 3  +- fyxx  4-  zyx        '  =:  o  , 
4- 

che  fi  paragoni  termine  per  termine  con  V  equazioneJ 
propoíla  .  Dal  paragone  de'  fecondi  termini  troveraffi 
fzza — .y;  dal  paragone  degl'ultimi  z  — —  a'b  ;  o 

1  mi  1  rri  íij  ríj  \\v "  í 

dal  paragone  de*  quarti  yz-^fu- —  aab3  e  foftituendo 
in  luogo  di  /,  e  di  z  i  fuoi  valori  a — y>  — a%b  a-, 

*íí«ife;- •  «tita** vih  fi  dv'"fL¡  cy^^y^^ohkp^h^b''Át{9iti>S&--  ->'•'• 
fine  di  avere  un'eqüazione  efpreíTa  con  le  fole  y  ,  u , 

e  le  cognite,  fará  y  —  auu+-  aabu.  E  perché  ñ  é  trovato 

uu  4-  # 3  b 

dal  paragone  degl'ultimi  termini  zuz- — alb,  dovrá  e£ 
fere  «  un  divifore  di  — a^b\  adunque  fi  trovino  i  divi- 
fori  di  due  dimenfioni  di  — a*b  (  giacché  quelli  di  una, 
e  di  tre  non  fervono,  per  eíTere  le  equazioni  fuflidiarie 
del  fecondo  grado  )  che  fono  ±ab}  ±.aa.  Si  cominci  a 
prendere  in  luogo  di  u  uno  dei  divifori  ,  per  efempio 
ab  ,  che  íoftituito  nell'  equazione  y  —  auu  +■  aabu  ,  ci  da 

uu  4-  a 3  b 

y  =  2ah9  quindi  pofli  quefti  valori  di  y,  e  di  u  nell'equazio- 

a  +.  b 

ne  fuífidiaria  xx  +-yx  +-  u— o.,  fará  eíTa 

Kk 
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e  per  cfía  í¡  tenti  la  divifione  dell'  equazione  pro- 
pofta ,  e  fe  quefta  fucceda  ,  fará  xx iabx_+-  ab—o 

un  divifore  ,  ed  il  quoziente  l'altro;  ma  poiche  non.* 

fuccede  la  divifione  ,  íi  tenti  ,  prendendo  in  luogo 

di  «  l'altro  divifore  —  ab  dell' ultimo  termine.,  e  fara 

y—o9  e  pero  1' equazione  fuffidiaria  xx  +-yx  +-  #~0  far& 

xx — ctb  —  o,  per  cui  divifa  la  propofta,  fuccede  efatta— 

la  divifione  dandoci  di  quoziente  xx  +-  ax  +-aa—o  ;  adun- 

que  i  divifori  dell' equazione  propofta  x+i-ax**-  aaxx — 

-ir  — abxx 

aabx  —  a*b—o  fono  xx  —  ab~o  ,  xx*-ax+-aa~o. 

Anche  prendendo  in  luogo  di  «  il  divifore  aa  dell' 
ultimo  termine  ,  per  cui  fi  trova  y^a  ,  e  l' equazione». 
fuflidiaria  xx  +  ax  +  aa—o  ,  fuccede  la  divifione  dandoci 
di  quoziente  xx  —  ab—o,  cioé  gli  fteífí  divifori  di  prima. 

Che  fe  provati  tutti  i  divifori  dell' ultimo  termine  ih 
luogo  di  u,  per  neífuno  fuccede  1' operazione  ,  1*  equa- 
zione propofta  nonpuó,  almeno  con  quefto  método  ,  ab- 
baíTarfi,  ed  il  problema  rimane  di  quel  grado ,  che  mo- 
ftra  1*  equazione. 

Ma  fenza  tentare  la  diviííone,  fi  potrebbe  anco  ,' 
prefo  in  luogo  di  u  ciafeuno  de'  divifori  di  due  dimeri- 
fioni  dell' ultimo  termine,  ed  i  corrifpondenti  valori  di 
f\  f,  %\  foftituirli  in  luogo  loro  nelle  formóle  fuflidia- 
rie  xx  +■  yx  +-  u  —  o ,  xx+-fx+-  z~o  ;  e  fe  il  prodorto  di 
quefte  ci  dará  1' equazione  propofta,  faranno  eíTe  i  divi- 
fori 
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fori  cercati.  Cosí  prefo  in  luogo  di  u  il  divifore  — ab>  fi  k 

yzzoj  e  pcxb  fzza,  z~aay  e  le  due  equazioni  fuflidiarie 

faranno      —  ab  —  o,  xx  +-  ax  +-aazzo ,  il  prodotto  delle 

quali  forma  l'equazione  propofta. 

Sia  l'equazione    x+  —  lax 3  +-  laaxx — 2a  *  x  +■  a*— o. 

—  ccxx 

Si  paragoni  quefta  col  prodotto 

X  4  -H  yx  *  4*  f/AW  -hfux-hzu 
+-f* 5  +-fyx*-h  zyx  zzo 

+-ZXX 

delle  due  folite  equazioni  fuflidiarie  xx*-yx*-u  —o  9 
xx  +-fx  +-  z  =  o  .  Dal  paragone  de'  fecondi  termini  cave- 
rafli/~ — ta—y;  dal  paragone  degl'  ultimí  z=  Si 

(i 

prenda  il  paragone  de*  terzi ,  e  non  de'  quarti  per  avere 
il  valore  della  y  dato  anche  per  la  c  (  la  quale  lettera-. 
deve  efferc  neceíTariaraente  nc'  divifori ,  il  che  non_. 
potrafli  avere  dal  paragone  de'  quarti )  fará  adunquc 
u+*fy**  z—iaa — cc9  e  pofti  i  valori  di  f9  e  di  %  ,  fani 
yy+-íqy=a+ — laa +•  ce  +  u  9  in  cui  foftituito  in  luogo 

u 

di  u  uno  de'  divifori  ±zaa  dell' ultimo  termine,  per  efem- 

pio  4-  aa>  e  rifoluta  l'equazione ,  faráj^^ — a¿zi/aa  ce, 
€  pofti  nell'equazione  xx  *-yx  +*u  —  o  i  valori  della  u  , 
e  della  y  (  prefo  per  la  quantitá  radicale  il  fegno  o 
pofitivo  ,  o  negativo  ,  come  piü  ñ  vuole  5  perché  in  fine 

Kk  2  tor- 
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torna  lo  flefíb  ,  come  fi  puó  vedcrc  calcolando  nell*uiia¡ 

e  neir  altro  modo )  averaffi  xx — ax  +•  x  Vaa+-  ce  4-aa~o, 

per  cui  iuccede  la  divifionc  della  propofta  equazione  , 

 , 

dando  di  quoziente  xx  —  ax  —  x  V  aa  +  ce  4-  rz  a  , 
ed  in  confeguenza  le  quattro  radici  dell' equazione  propo- 
fla faranno 


i  1  , 

czZ~a-~-~  9/  aa+*cc+*   *X—  cía  -H  ce 


I 

vV~  ~¿aJr  ^f/^aa^r  ce  *H  f/—  aa  4.  ce  +.  I-  4  K ¿¿  4.  ce  # 

*  i 

Sia  i* equazione  2&#3  ^  —  ¿3¿:z;o;  fi  paragoni 
col  prodotto  x 4  -h*yx 3  +*       +~fux  4-zu 

*-  fx 3  -h  fyxx+  zyx  ~  o 

delle  due  folite  formóle  fuffidiarie  -j-^a;  =o , 
w-h/^-hz.-o,  Dal  paragone  de'  fecondi  termini  avre- 
mo/«2&—  y;  dal  paragone  degl' ultimi  5  z~ — >a*b;  dal 

paragone  de*  quarti  caveremo  zy  +-fu  =  o,  e  pofli  i  va- 
Jori  di       e  di  z  ,  fará  — a*by+  'ibu — uy  —  o  ,  cioé 

y—ibuu  .  Ma  prefo  ciafeuno  de'  divifori  razionali  izaa9 
a*b+-uu 

±zab  del? ultimo  termine,  e  poflo  in  luogo  di  u  ,  e  fatto 
il  rimanente  al  folito,  non  fuccede  Toperazione  ;  adün- 
que  fi  tenti  per  mezzo  de'  divifori  irrazionali  HaWab 

dell' 
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dell'ultimo  termine  ,  e  pero  porto  in  iuogo  di  u  il  di- 
vifore  irrazionale  ai/ab  ,  fará  yzzb  9  quindi  1' equazione 
fuffidiaria  xx  ^  yx  +~  u  23  o  \  vena  -  ad  eíTere  x  +*bx+- 
aV abzzo  ,  per  eui  divifa  la  propofta  dará  di  quoziente 
xx-nbx —  aVabzzo  . 

171.  Intorno  alie  equazioni  del  quinto  grado  c 
chiaro  ,  che  fe  elle  non  fono  divifibili  per'  un  diviforé 
lineare,  come giáfuppongo, non  potranno- eíTerlo  fe  non 
per  uno  del  fecondo  grado,  ed  uno  del  terzo.  Per  taíi 
equazioni  adunque  íi  prendano  due  equazioni  fuílidia- 
rie  ,  del  terzo  grado  l'üna  e  l'altra  del  fecondo,  edil 
prodotto  di  quefte  íx  paragoni  termine  per  termine  coii^, 
la  propofla  equazione  in  fimil  modo  ,  come  fopra. 

Sia  adunque  Y  equazione 

x  s  - —  qax  *  p  6aax 3  —  Sa 3  xx  +-  }a * x  —  a s  zz  o ; 
fi prendano  le  due  fuffidiarie xx  +-yx  i-uzzo  ,  xl  +*  txx+* 
fx  +.  £=ro,  e  fe  ne  faccia  il  prodotto 

* 5  +-yx 4  -h  í/at  1  +.  tuxx  *-fux+-zu 
+•  ta,4+-  fy#3  ^fyxx^r  zyx  zzoy 
'  4¿fx*4*  zxx 

che  fi  paragoni  colla  propofla  equazione,  e  dal  parago- 
ne  de*  fecondi  termini  fi  avrá  — 44 — y3  dal  paragone 
degl* ultimi  z  .=  —  £S  dal  paragone  de' quinti  fzz  <$a* — zy* 

*  C "\y  ]\         u  -  ¡T"- 

c  fortituito  il  valore  di  z,  f—5a*  +  a*y  \  dal  paragone 

de* 
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de'  terzi  finalmente  avrafíi  «+» ty +~  f—6aa  ,  e  poíli  in— 
luogo  di  í,  e  di  fi  loro  valori,per  avere  un  equazione 
con  le  fole  y ,  ed  « ,  e  le  cognite ,  fará  yy  +.  qay — ajy- 

Sjnsísoíio  íb  ¿ijsb  «floooiQ  i¡[  ¿ir  :'      .  -rao  o~ís?*'jss 

—  <fa#-f-  «•*-        E  perché  dal  paragone  degl'ultimi  ter- 

'■«.,    • 

mini  abbiamp  z  —  —  afa  fará  u  un  divifore.di  — a%  , 

onde  ritróvati  tutti  i  divifori  di  due  dimenfio'ni  di  —  ast 
íi  foftituifcano  ad  uno  ad  uno  neli'  equazionej/y  +■  4^ — aszz 

un 

—  6aa  +  tt+  y¿?4  a  fine  di  avere  il  valore  della  y,e  quefto 

..jiü'j  3  w'n.i-jjr^i  snirínaj  ino-gsifiq  ¿l  'jjl^üo  ib  quicio' 
fi  ponga  in  luogo  della  neli' equazione  fuflidiaria-, 
xx+yx  +  u—o  9  ficcome  il  valore  di «  ;  e  fe  per  quefta_- 
fuccede  la  divifione^  dell'  equazione  propofta  ,  averemo 
1'  intento  .  Sonó  adunque  i  divifori  di  due  dimenfioni 
dell' ultimo  termine  -táa.  Si  prenda  e  fi  foftituifea 
in  luogo  di  u  neli'  equazione  yy +• qay — a%y  —  —  6aa+~ 

tf4-5¿?+,  da  cui  fi  ricava  yy  +■  $ay~o  ,  cioé  y  —  o  ,  ed 

■y  — —  $a .  Se  neli' equazione  fufíidiaria  xx*-yx  +-«=o , 
pollo  in  luogo  di  «  il  divifore  +•  aa  ,  in  okre  fi  ponga 
in  luogo  della  y  il  zero,  che  é  uno  de'  vaíori  ritróvati  , 
fará  xx  -t-aa^o,  ma  per  quefta  non  fuccede  la  divifio- 
ne  della  propofla  equazione,  adunque  fi  ponga  in  luogo 

di 
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¿iy  Vútx o  valore  —  34,  ed  averemo  xx —  j^+-«a.=o# 
per  cui  íuccede  la.divifione . ,  dandoci  di  quoziente  xl — 
axx  -j-  2a<*x  —  a *  zz  o .  Se  l'operazione  non  foíTe  fuccedu- 
ta  per  mezzo  del  divifore  áa,  averebbefi  provato  il  divi- 
fore  — aa  ;  che  fe  né  meno  per  quedo  ft  aveíTe  avutQ 
P  intento,  l'equazione  farebbe,  almeno  con  quefío  mé- 
todo ,  irriducibile . 

ib  omiso  c  ¿íkqo'xq  briol.^uj^v       •  -  •  í¿    ,  . 
Sia  l'equazione  xs -*~  ax*  * +~  a*  xx  —  aabbx — ¿4¿z=o, 

— áabxx 

che  fi  paragoni  termine  per  termine  col  prodotto  delle 
due  folite  fuííidiarie.,  e  dal  paragone  de*  fecondi  fcéfmf- 
ni  troveremo  rz^  — .  y.;  dal   paragone   degl'  ultimí 
—  a*b;  dal  paragone  de*  quinú  fu+-zy=  —  aabb,  e 

foffituito  in  luogo  di  z  ilfuo  valore,  üvhfzz—aabb^ 

müp  ytji  t  üéo  3¿h  i  étóflid  ¿si  eo  ÉSpbi) 

;  dal  paragone  de1  terzi  avremo  u*-ty+-fzzo  ,  in 

£te^5ub  ib  ónu  75q  Dlobs63tf6n  ón^r^íg  j  owjscjo  Ib  onu 
-cui  pofti  in  luogo  di  f ,  e  di.  /  i  loro  valori,  fará  jy— - 
— a^by  —  uu — aabb  •  I  divifori  di  due  dimeníloni  di 

a+b  fono  ±¿¿,  Si  tenti  l'operazione  per  mezzo 

del  divifore  — aby  e  pero  pofto  in  luogo  di  u  il  valore 
—  ab  nell' ultima  equazione  yy<+—ay  —a*by~uu — aabb  , 

uú  u 

fará  yy  —  ay — aay  —  oy  e  perójyzzo,  ed  y  —  áb  +  aa. 
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Si  foftituifca  nell*  equazione  fuflidiaria  xx  +  yx+u  yp  o 
il  valore  'aa+~ab  in  luogo  di  y,  e — ab  in  luogo  dvu,  e 

•fará  XX*  abx*  aáx — <j£  =  o,. per  cui  non  fuccede  la  di- 

;  I 

vifione  ;  fi  prenda  adunque  l'altro  valore  dellajy ,  cioé  il 
zero,  ed  é  1' equazione  fuflidiaria  xx  —  ab~o.9  .per  cui 
fuccede  la  divifione  dell' equazione  proporta,  dando  di 
quoziente  x 5  +■  axx  +•  abx  +•  a 3  =o  . 

Era  arbitrario  inftituire  il  paragone  de*  quarti  ter- 
mini ,  ma  per  maggiore  femplicitá  ó  prefi  i  terzi . 

172.  Le  equazioni  del  fefto  grado,  fuppoíle  non-, 
riducibili  per  alcun  divifore  lineare  ,  non  lo  potranno 
altresi  eíTere  ,  fe  non  o  per  tre  divifori  di  due  dimen- 
fioni ,  o  per  uno  di  due  ,  ed  uno  di  quattro  ,  o  per 
due  di  tre  ,  ma  bafierá  cercare  i  due  caíl,  ne'  quali 
fono  riducibili  per  due  di  tre  ,  o  per  uno  di  due  ,  ed 
uno  di  quattro  ;  giacehé  riducendole  per  uno  di  due,  la 
ridotta  fará  di  quattro  dimenfioni ,  che  fi  potra  poi  ri- 
durre  per  due  divifori  di  due  dimenfioni,  felá  propo- 
fla  é  riducibile  per  tre  di  due  dimenfioni. 

Sia  l'equazione  x6 — f$ax 5  -h-tfaax* — 714' 
$ja+xx — 16a  - x+-  za6=o,  che  fi  cerchi  di  ridurre  per 
una  di  due  dimenfioni,  ed  una  di  quattro.  Si  prendano 
adunque  le  due  fuílidiarie  xx+-yx+  u—o  ,  ed  x*+-px*  + 
txx*-  fx+-z—o ,  e  fe  ne  faccia  il  prodotto 


x(+* 
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x'-t~pxs+-  tx*+-  fx'+-  zxx-h  zyx+-zu 

yxs-¥  pyx1,Jr  tyx%+  fyxx  +-fux  =o  ; 

4-  UX*+  pUX**-  tUXX 

dal  paragone  de'  fecondi  termini  caveremo^  =  — 130  — y » 
dal  paragone  degl'uitimi  z~:ia6 ;  dal  paragone  de'  terzi 

u 

f+ py  +  uz=4¿aa ,  e  foftituendo  il  valore  d¡  p  ,  fará  t— 
tfaa+  i$ay+yy —  «;  dal  paragone  de 'ferti  zy^fu  — — 16a', 
e  pofto  il  valore  di  z,  fará/—  -^za6y — i6as;  dal  para- 

uu  u 

gone  de'  quinti  z  +fy+-tu—  ¿ja*,  e  foílituendo  i  valori 
di  z,f,  e  t  a  fine  di  avere  un  equazione  data  per  le» 
fole  u,y,  e  per  le  cognite  deli' equazione  propoíta^. , 
fará  finalmente  2a6 — za6yy — i6asy+-  ¿tfaau+-  i$ayu+* 

a  utt  « 

uyy  —  uu  =  57a* ,  cioé 

yy — léa'uy  +-  1  lau'y  +■  za'u  —  57a*uu  4-  45¿a«?  —  «*  —  o ; 

e  poiche  i  divifori  di  due  dimenfioni  deli' ultimo  termine 
2as  fono  Xaa9  iziaa  ;  fi  provi  ponendo  in  queíl*  ultima 
equazione  in  luogo  di  u  il  divifore  +  aa  ,  e  fará  j/y  +- 

4-  iitfdtzzOj  che  riíoluta  ci  dá  y— — $a±.  w  —  3540, 

quindi  la  formóla  fuífidiaria  xx+-yx  +-«  — o  fará  — 
$ax+-  x\/ — 34^  4-  aa  —  o ;  ma  per  quefta  ,  comunque-» 

prendafi  1*  alternativa  de'  fegni  nel  radicale,  non  é  divi- 

L 1  fibile 
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fibile  la  equazione  propofta,  ficcome  né  puré  riefce  pren- 
dendo  il  divifore  —  aa  ;  adunque  íi  prenda  +•  2aa  ,  ed 
avremo  yy  +-  nay+-  zóaa  —  o,  cioé  y— — 6a +:  4a  >  vale_> 
adire^n — ioa9edy  — — 2a.  Si  prenda yzz — 100,  e  íi 
ponga  nella  formóla  fuffidiaria  xx  -t- yx  +•  u  zz  o  in  luogo 
della  y  il  valore  —  ioa3  e  4-  iaa  in  luogo  di  u9  fará  xx  — 
ioax  +  2aa  —  o  ,  ma  per  eíTa  non  fuccede  ía  divifione_* 
della  propolla  ;  onde  fi  prenda  f  áltro  valore  della  y,  cioé 
—  2a ,  e  la  formóla  é  xx  —  2ax  +•  2aa  =  o  9  per  cui  fuccs- 
de  la  divifione  dandoci  di  quoziente 

x\—K  1 1  ¿w3+-  2iaaxx  —  Ja'x  +■  a*  =  0 . 
Qui  é  il  luogo  di  avverüre  ,  che  fe  in  vece  del  para- 
gone  de'  quinti  termini,  aveíllprefo  il  paragone  de'quárti, 
mi  farei  incontrata  nell*  equazione  cubica  if  +-  26ayy  +■ 
Siaay+-7^ai=o,  ed  il  paragone  de'  quinti  mi  á  pórtate 
ad  equazione  quadratica,  dal  che  íi  vede,' che  la  fcelta  del 
paragone  di  tali  termini  piuttoíto,  che  d'altri,  puó  recare 
molto  vantaggio ,  Non  é  pero  ,  che  non  potefle  fervire_> 
anche  1*  equazione  cubica  2/+.  zóayy  +-  S  iaay  +-  743"'  fc=í  o , 
poiché  ritrovando  di  queíla  le  radici,  che  fonojy  4-  zazzo, 

y+-na±  v  ¿tfaa—o,  una  di  queíte3  cioé yzz — za  mida 

la  medcfima  equazione  xx — .iax+-  2aa'—o  ,  per  cui  ft 
divide  la  propoíla.  Sia  1' equazione  del  felto  grado 

x''  •+-  $ax^  4-  qaax*  4-  ¿a'x*  +-  6a*xx  +-  ^tfx  4-  2a6  —  o 
non  riducibile  per  divifore  di  due  dimenfioni  ;  G  tenti 

.  adun- 
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adunque  la  ríduzione  per  dae  di  tre,  e  il  prendano  le  due 

equazioni  fuífidiarie  x3  +  yxx  +  px  -h  u  —  o> 

X1  -f-  txx  +•  fx  +  z—  o  5 

e  fe  ne  faccia  il  prodorto 

x6  4-yxs  +-px*  -h  uxl  -h  tuxx  -f—  / -f- 

-t-tyx+-H ptx*+-pfxx+-pzx  =  o. 

+*fyx3+*  zyxx 

Dal  paragone  de'  fecondi  termini  caveraíli  í:z3¿ — jy; 
dal  paragone  degl'ultimi  ■  *  s=  2^6 ;  dal  paragone  de*  fefti 

fu+-pz~$as,  e  ponendo  il  valore  di  z,fará/b:3¿5 — za6p; 

dal  paragone  de'  terzi  p+-ty  +*f—4aa,  e  foflituiti  i  valori 

di  í,  c  di fará  pzz^aauu —  %efiu*~uuyy  —  ^atiuy  ;  dal 

 ,  — — • 

uu — ia€ 

paragone  de'  quarti  u+- pt+-fy+-z  =  6a* ,  e  íbftituendo 
in  íuogo  ñi  t,  f,  z  i  loro  valori  a  fine  di  avere  un'altro 
valore  di  p  dato  per  \z  y ,  u,  ele  note  dell'equazione  pro- 
porta  y  fará  p    6g*uu  —  w  —  $asuy —  2a6u. 

^auu  —  uuy  —  2a6y 
Tra  queíli  due  valori  di  p  sMnliituífca  un'equazione 
per  ricavarne  il  valore  della  y  dato  per  le  íble  u  ,  C-# 
le  cognite,  ed  é 

qaauu  —  ^asu  —  $auuy  -f-  uuyy  —  6a?uu  —  u% — ¿a-uy —  2a6u9 

uu  — '■  2a*  3  auu  —  uuy  —  ia6y 

c  riducendo  al  comune  denominatore ,  ed  ordinando  l'e- 

Ll  2  qua- 
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quazione  per  la  y9  fará 

y*    — <Sa7uyy*~  Sa2uy  — 6alú* 
—  6auKyy  —  6tfuuy  ?a6uu 

-h  i$aau3y — iza9u       zzo  l 

  —  i* 

u%+-  ia6u 

E  perche  fi  á  uz  ~  ia6 ,  fará  u  un  divifore  di  ia$ ; 
.  ma  i  divifori  di  tre  dimenfioni  di  za*  fono  iza* ,  ±.tal; 
quindi  preíb  uno  di  effi,  cioé  *-al  in  luogo  di  «,  fi  ponga 
nelhiltimaequazione5edaverafíi  y1  — qayy+*  ^aay — 2a*~o  * 
Da  queda  fi  cavino  i  valori  della  y  ,  cioe  uno  y~za  3 
e  gl'altri  due5  che  fono  eguali ,  y  iza  .  Si  faccia  ufo  del 
primo  valore  y  —  2ay  che  foftituito  in  una  delle  equazio- 
ni  di  p  in  luogo  di  y  ,  e  pofto  in  luogo  di  u  il  divifore 
a\  fará  p  —  aa,  quindi  pofti  quefti  valori  di  y,  p,  ed  u 
nella  formóla  fuffidiaria  xl  +*yxx  +~px  +-  u  —  o  ,  fará  eíTa 
+-  laxx  +-  aax  +-  a*  —  o ,  per  cui  divifa  Tequazione  pro- 
porta  ci  da  il  quoziente  x*  -h  axx  +-  aax    2¿j5=:o.  Se  la 
divifione  non  foíle  fucceduta  prendendo    —  2¿z,  averei 
prefo  y=a  .  Che  fe  né  meno  per  quefto  avefli  avuto 
lf intento,  avrei  tentato  per  mezzo  di  ciafeuno  degtaltri 
divifori  5  ripetendo  le  medefime  operazioni;  e  fe  per  ne£ 
fuño  fofle  ríufcita  la  facenda ,  la  propofta  equazione  non 
avrebbe  potuto  abbaíTarfi  ,  almeno  con  queílo  método 
e  farebbe  rimaüa  del  fefto  grado  . 

Sia 
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Sia  l'eqüazione  x6  +-  axs  *~aax*  +>  ^a^x^a^xx  *-  a*x+ 

2a6 =0,  che  fi  paragoní  col  prodotto  delle  due  íuííidiarie, 

come  nell'eferapio  antecedente  .  Dal  paragone  de*  fecon- 

di  termini  averemo  t  —  a — y  ;  dal  paragone  degl'ultimi 

z  =  2¿jfi;  dal  paragone  de*  fefti  fu-^pz^a^  e  porto in_ 

^úhf*  óílsfo  muí  fi  v  ib  r^'Oui  ni  .  >ii"'jiiloÍ  íl  d  o — : » 
luogo.di  z  il  fuo  valore,  fará  /— ¿j{  —  2^»  dal  parago- 

«  «« 

ne  de'  terzi  p-t-ty+~f—aa>  e  pofti  i  valori  di  í,  edi/*, 
—  aauu  — auuy  +-  ««y_y  —  <7S«  ;  dal  paragone  de'  quarti 
.  uu- — 2a* 

«+- pt+-fy -¡-z  —  sa1 }  e  ibftimiti  i  valori  di  z,f,  t  per 
avere  un'altra  equazione  di  p  data  per  le  fole  u,  y,  e  le 
note  ,  fara  p  —  ^a7uu—a\uy  —  2a6  u  —  u%  ,  ed  inftituendo 

aun  ■ —  uuy  —  za6y 
fra  queíli  valori  di  p  un' equazione  per  avere  il  valore 
della  y  dalo  per  la  fola  «,  e  le  cognite ,  fatte  le  debite 

operazioni.  íará 

ai  Bí£iJ33  o  £?3qo  1 .  Grtri3qr  t  ppq  £¡^p.3Kjj  j  immiüí 

y  *    —  zau'yy  +-  iaau*y  +  laW 
—  za7uyy—.2asuuy+-  a6uu 

+-  2a%uy  — 6a9u  —O, 

sflpyp  \h ■.fliiv»!  Pjí^m  ó  e  :*k$*eo  ¿nsibíM  tóors 


Y4U  £• 


I  divifori  di  tre  dimenfioni  di  2a6  fono  [kjfcy  ±255, 
Si  prenda  in  luogo  di  «  - il  diviícre  +.  a1 ,  che  fi  pon- 
ga in  queft'  ultima  equazione  ,   e  fi  riduce  ad  eíTe- 

re 
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re  y%  — 40"»  h  ia"y  —o9q  dividendo  per  y,  fara 
~7^FT~~~  •  -  fc»  inc^iAq  a  ario  tQ-^ 

j-o  ,  ed     —  47y  #  2.74  2¿  o  ,  cioe  y  =  2a  ±  g  —  2^  . 

.-  í.iÍD'.Igsb  anogfi'jí'.q.jlf.*)  ;  V—  &    i  bfrfáiSvl  íñ|ím55  io 

Di  quefti  tre  valori  della  fi  prenda  il  primo,  cioé 
y— o  ,  e  fi  foítituifca  in  Iuogo  di  in  una  delle  due_» 
equazioni  di  p9  ed  ¿r  in  luogo  di  « ,  e  fará  p~o; 
adunque  l'equazjone.  fuflídiaria  x '  -t-  yxx  +•  px  +-  u  zz  o  fará 
#5 -t- ¿?'=:o,  per  cui  divifa  i'equazione  propofta  ci  dá  di 
quoziente  a;  }  +■  axx  +-  aax  4-  ia 5  s  o  . 

In  quelle  tali  equazioni  fe  prima  fi  fapeífe,  che  fono 
divifibili  per  un  divifore*'  in  cui  manchi  qualche  termine, 
fi  potrebbe  rifparmiare  moka  fatica  col  prendere  una_. 
delle  due  equazioni  fufiidiarie  mancante  puré  dello  ftef- 
fo  termine,  ma  poiché  ció  non  íi  fa  ,  ÍI  fuole  provare 
I  operazjone  primeramente  con  una  di  elle  equazioni 
fuffidiarie  mancante  o  d'uno  ,  o  di  un'altro,  o  di  piü 
termini  ;  tuttavia  pero,  perché  1' opera  é  gettata  fe  Isu. 
propoíla  equaziorie  non  c  in  queíto  modo  riducibile  , 
e  bifogna  in  fine  .  ció  non  olíante ,  ricorrere  alie  equa- 
zioni fuffidiarie  compite  ,  é  meglio  fervirfi  di  quefte 
ful  bel  principio ,  jgiacché  ci  danno  i  divifori  per  l'uno, 
c  l'altro  cafo  . 

Senza  ripetere  le  -  operázio'ni  ad  ogni  efempio  avrei 
potuto  formare  il  canoné  genérale  ,.  a  cui  ra'pportare 
ogni  particoláre  equazione  in  fimil  guifa  a  quello  del 

num. 
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aum.  i  ¿8. ,  ma  oltre  che  ció  fuole  cagionare  della  con- 
fuíione,  pare,  -che  le  attuali  operazioni  fatte  in  propofi- 
¿aciano:  mag.gioe  lume  ,  e  facciano  raigliore  effetto  , 
quindi  ad  eíífc  piuttofta  mi  fono  attenuta  . 

175.  Lo  fteíTo  método  fi  puó  proporzionaimentc 
applicare  alie  equazioni  di  grado  fuperiore  ,  ma  il  cal- 
coló  efeíce  a  difmifura  íjj  perché  íV  íi  debba  ridurre  un' 
equazione  ,  per  efempio  ,  deli'ottavo  grado  per  tnezzo 
di  due  del  quarto  ?  nelle  quali  non  manca  alcun  termi- 
ne, ciafcuna  delle  due  equazioni  fuííidiarie  avrá  qu,attro 
indetcrminate  ,  onde  confiderata  una  di  queíle  equa- 
zioni, come  íarebbe  x*  +*yx%  pxx  +-qx  +-  u~o9  e  prefo 
per  la  u  uno  de'  divifori  dell*  ultimo  termine  della  pro- 
pofta  ,  rimangono  tre  indeterminate  y ,  p,  q  da  fifTaríl 
coi  foliti  paragoni ,  nel  che  s' incontrano  equazioni  íbli- 
de  ,  delle  quali  pero  avendoíl  le  radici ,  l'operazionc 
puó  procederé 

PROBLEMA  L 

174.  Ritr ovare  quattro  mimeri ,  i  quali  Ji  fuperino 
dell'unitáj  ed  il  prodotto  loro  fia  ioo. 

Sia  il  primo  numero         il  fecondo  fará  =  1, 
ú  terzo  zzx+-z,  ü  quarto  zr^  -H  3  ;  adunque  dovrá 
eíTere  il  prodotto  loro  #+-h  6x3  +  iixx+-  6x~  100  ,  cioé 
x^+-  6x%     uxx  +.6x  —  iqozzo  ;  e  perche  quefta  equa- 
zione 
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zione  non  é  divifibile  per  alcun  divifore  dell' ultimo  ter- 
mine, íi  faccia  fparire  il  fecondo  con  la  foftituzione  di 
,y=z — 3,  e  nafce  l'equazione  z  +  —  5zz— 1591=0  , 

cheéquadraticaaffetta,ledicuiradicifono  zz—  járfior, 

■  4 


e  peró  r= +:  ^  5  iz  1/ 101 ,  quindi  averafli  a? = —  3  ± 


f/5_  —        ;  e  peró  de'  quattro  valori  della  #  duefo- 
4   

no  reali ,  cioé  x  — —  3  ±     54-k'ioi  ,  gli  altri  duc-* 

immaginarj .  Se  ne  prenda  uno  reale  —  3  4-^/5  4- 1/ 101 
per  il  primo  numero  de'  quattro  cercati ;  fará  —  14- 


p/^j>rV\o\  il  fecondo  ;  j_4- ^5  4-1/  101  il  terzo  ; 


j_4-^y  4-    101  il  quarto ;  il  prodotto  de'  quali  é  =  100 . 


Si  prenda  l'altro  valore  reale  di  a?  cioé — 3  — ^5  4-1/ 101 


per  il  primo  numero  ;  fará  — j_  —  ^5  +.  \sl0i  il  fe- 


condo;^— ^J, +•  "  í  oi  il  terzo ;  2j-f/-j[  +- 1/ 101  il 
»        4  »  "4" 

quar- 
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quarto  ,  il  prodotto  de'  quali  da  parimente  il  numero 
loo. 

PROBLEMA  II. 

I7J.  Nel  triangolo  rettangolo  ABC  dato  il  lato  mi- 
nore AB,  (  Fig.  pi.  )  ed  abbajfato  il  perpendículo  BD 
alia  bofe  AC,  e  data  la  differenza  de"  fegmenti  AD,  DG 
della  fíeffa  bafe  A  G  ;  r ¿trovare  la  differenza  F  G  de*  lati 
BA, BG. 

Col  centro  B,  intervallo  BA,  fi  defcriva  il  circolo 
AEFG  ,  e  fia  BA-a  ,  EC~b ,  differenza  data  de' feg- 
menti AD,  DC,  e  fia  FC  differenza  cercata  —  x 
fara.  GC  nía  +-  #  ,  e  per  la  proprietá  del  circolo , 
GC\CF^AC\CE,  cioé  *a#+  xxzzACXb,  e  peró 
ACzziax^xx  ;  ma  eíTendo  retto  Pangólo  ABC,  avrafli 

íequazione  4<m##  +-  4¿# 3  +-  a?  4  =  2¿w  +.  20*  +■  xx  ,  o  fia_. 

¿¿ 

A? 4  +■  4¿ja?  3    tyxaxx — labbx  —  laabb   rro  ,  la  quale  non 
— bbxx 

h  divifibile  per  alcun  divifore  deli'  ultimo  termine  , 

peró  fi  le  vi  il  fecondo  termine ,  facendo  xzzz — a,  ed 

avrafíi  la  quadratica  affetta  z4 — zaazz-t-a*    =0,  quin- 

- — bbzz  — aabb 

M  m 
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di  zz -2aa4-bb±  V  Saabb  +•  b » ,  e  z  =  ir  ,/  íaa   bb  ¿z  V  Saabb  -nfr 

onde  x  zz  —  a  ±z  y *M  +•  ¿¿  —  V  Saabb  +-b*  ,   o  fia_. 

#  —  —  ¿  +:  y  aa+-  bb +zbyr,íaa  +>  bb  ;  quattro  ra- 

dici  tinte  reali ,  quando  ña  a  maggiore  di  b .  La  radice 
xzz~- a-h  ¡/aa  +•  b  b  +-hyzaa+-  bb  ,  che  é  pofitiva_.  , 

1  4 

ferve  per  il  problema  propofto  ;  la  radice  x  zz  — 
j/aa  -hbb—b i/zgg  +.  ¿¿  9  che  é  negativa,  ferve  quan- 

do  il  lato  B  C  fia  minore  del  lato  A  B ;  le  altre  due 
fervono  per  l'angolo  4BQ  , 

PROBLEMA  III. 

ifftf.  Ddtfo  il  quadrato  AT),  (  Fig.  92.  )  ritrovare  mi 
lato  prodotto  A  C  ¿/  punto  E  ta/<? ,  condona  alV  angolo 
B  la  retía  EB,  fia  Vintercetta  EF  ad  una  data  retta 
linea  c . 

Chiamata  BD-a  ,  DFzzx  ,  fará  CFzza — x  ,  e 
eondotta  BFE,  üzFE-c;  per  la  fimilitudine  de' trian- 

goli 
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goli  ECF  ,  BDF  ,  fará  CF  (a—x)  ,  FE  (c)  :: 
FD  (#),  F£  ( -~)  ;  rna  per  i'angoio  retto  D  faca 


anche  FB—Vaa*~xx ,  adunque  averaíTi  l'equazione_* 
k' tf¿  +•  xx  —  c x  ,  e  quadrando ,     ccxx     ~aa  +-xx,e 

a  —  x  aa—iax^-xx 

riducendo  al  comune  denominatorc,  ed  ordinando  l'equa- 

zione ,  fará  x* —  2ax i  +-  zaaxx —  %a%x+>  a*  zz o  ,  le  di 

—  ccxx 

cui  radici  li  é  veduto  ai  numeri  ,  e  170. ,  cíTerc 
x—~¿a — ~    aa +•  cciz^/ ce — aa —  ~a  V  aa  -t-cc } 


x~~a+-  -~  j/ aa*-  ce iz  y/cc — aa  +.  ~a  V aa*-  ce  . 

4  a 

Le  due  ultime  radici  fono  fempre  reali ,  e  pofitive ,  1'  una 


\a  +"i  ^aa+~ cc — j/f£, — aa  *- ~a  v  aa  *•  ce  ,    che  c 

4  a 

minore  di  a ,  ci  determina  il  punto  F,  per  cui  con- 
dona la  linea  B  E  ,  fará  E  F  eguale  alia  data  c ,  e_* 
fciolto  il  problema  propofto  .  L'altra  radicc 


Í.a+m  2  ^/^+"  cc*"  j/ cc-—aa*  -aVaai-cc,  cheé  mag* 

4  » 

giore  di  0 ,  determina  il  punto  /;  a  cui  condotta  la_, 
retta  Bf,  ci  da  puré  ef  eguale  alia  data ,  e  ferve  fe  il 
problema  foíTe  flato  propofto  per  Pangólo  ACf. 

Mm  2  Le 
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Le  due  prime  radici  fono  immaginarie,  qualnnque 
volta  fia  ce  minore  di  Saa  ,  ed  il  problema  impoíTibile. 
Polla  adunpue  ce  non  minore  di  $aa,  le  due  radici  fono 

reali,  e  negative,  quindi  prefa  DG  —  ^a — \v aa*~cc** 
y/ ce — aa — ~aVaa+'cc9  e  Dgzz~a  —  ^Vaa+ce  — 

4  * 


j/  ce  —  aa  —  Aa,  v  aa    cc  ,  e  condotte  per  lo  punto  B  le 

4  * 

rette  GM  ,gm ,  faranno  eíTe  ambe  eguali  alia  data  c  ;  e 
fervirebbero  ,  fe  il  problema  foíTe  flato  proporto  per 
l'angolo  ACD. 

177.  Molte  volte  quando  il  problema  non  é  di  na- 
tura fuá  folido,  ma  piano ,  fe  ci  comparifee  fotto  un'  equa- 
zione folida  ponendo  per  incógnita  una  tal  linea  ,  ci  puó 
compadre  fotto  equazione  piaña  prendendo  aitra  linea_ 
per  incógnita  .  Ne  prendo  un'efempio  nel  problema  an- 
tecedente, in  cui  denominando  DF—x  ,  fi  é  ritrovata  un' 
equazione  del  quarto  grado,  per  cui  íi  á.dovuto  fare  Ia_, 
fatica  di  ridurla  .  Ma  fe  fupponendo  E  il  punto  cercato, 
(Fig.  513.)  fi  cendurrá  ER  nórmale  a  B  E ,  che  incontri 
in  R  la  B D  prodotta , .ed  EL  nórmale  a  BR,  e  chia- 
meraíTi  DR-x  ,  e  come  fopra  BD±a ,  FE-c,  e_. 
BF~y,  altra  incógnita  da  eliminar!!  in  appreíTo  ,  fará 
2R-a  +-  x,  BE—c-v-y  .  Ora  per  i  triangoli  fimili  BDFy 
ELR,  fará  ER-y  y  perché  é  EL=.CD~BD  ;  e  per  i 

trian- 
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triangoli  fimili  BRE ,  ERL,  fará  Bit  y  BE::ER,  EL, 
adunque  fará  a+-x,c  *-y  ::y ,  a;  quiadi  cy  -*~yy—aa  ax . 
Ma  per  Pangólo  retto  BER,  il  quadrato  di  BR  é  egualc 
alia  fomma  def  quadrati  di  BE,  e  di  E  R ,  cioe  aa  +-  zax  +~ 
xx  —  2yy  +-  icy  +-cc,  dunque  ponendo  in  luogo  di  cy  ^yy 
il  valore  aa  4-  ax ,  fará  1'  equazione  aa  +•  2^  4-  xx  —  zaa 

iax+*  ce ,  cioé  #  —  ±zi/#¿  -i-  ce. 

In  un*  altro  modo  ancora  .  Divifa  per  meta  la  FE 
in  e  chiamata  CDzza  ,  fia  ic  la  data  linea-,  a'cui 
deve  eííere  eguale  la  -FE  ,  e  íi  chiami  BH  —  x,  fará 

BF-# —  c  ,  e  £E  =  #-hf  ;  ma  B£ —  AB-AE  ,  dun- 
que fará  E~V  xx  +-  2^+-  c¿7 — aa*  Ora  per  i  triangoli 
fimili  BDF,  BE  A  9  fará  £  F  (  x  —  c)  ,  BD  (  :: 

BE(#+-  c),AE(l/ xx  +-  2CX+-  ce  —  aa),  quindi  ax+<ac^ 

x  —  c  V  xx  -t-  2CX+-CC — aa  ,  e  quadrando,  ed  ordinando 

1' equazione,  fará  finalmente 

x*  — laaxx — laacc   

—  2  ce  xx  +-    c*  : 

quadratica  affetta  ,  le  di  cu  i  quattro  radici  fono 


aa+-  ce  ¿za\/aa+*  qcc  ¿ 
IftefTamente  fe  nel  problema  II.  num.  175.  in  luogo 
di  farc  FC~x ,  (F/g.91.)  avelli  denominata  BC~x,  ri- 
petendo  lo  ftefíb  difeorfo  ,  avrei  ritrovata  1#  equazione 
x+  — 2aaxx  4-  a* 


bbxx  —  aabh       0  * 


qua- 
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quadratica  affetta,  le  d¡  cui  radie  i  fono 

#  =  ±.  j/  aa+-hb±Á  b  j/  zaa  +  bb  ,  che  convengono  con 

x  4 

le  prime  . 

Anco  piü  femplicemente,  ponendo  JE=x9  e  ripe- 
tendo  lo  íleíTo  difeorfo,  avrebbefi  avuta  l'equazione^ 

xx  +-  bx  —  iaa  ,  e  peró  #  — —  b  +.  j/  2##-h      e  perché 

*  4 

avrebbefi  trovata  l'efpreílione  — ^-hI/^-h  2¿at+-  xx  —  a  a 
per  la  FC;  ponendo  in  luogo  di  x  il  valore  ritrovato, 
farebbefi  avuta  la  ricercata 


FC— — a-h  j/  aa+bb±:b  y/  2aa+-  bb  ,  come  prima. 

*  4~ 

178.  Un*  altro  artifizio  fi  puó  tentare  per  fimili  pro- 
blemi,  quando  ci  portano  a  equazione  folida  ,  e  che  peró 
tali  non  fono  di  natura  fuá  ;  ed  é,  ritenuta  la  fteíTa  linea-, 
per  incógnita  5  per  cui  fi  é  ritrovata  la  prima  equazione  , 
per  mezzod'altre  proprietá  ritrovare  una  feconda  equa- 
zione, ed  eguagliare  Tuna  all'altra  ;  dal  paragone  delle 
quali  nafcerá  una  terza  di  grado  inferiore  .  Eccone  un' 
efempio  nel  feguente  problema  , 


PRO- 
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PROBLEMA. 

179.  lnfcrivere  in  un  dato  circolo  un  fettangolo. 

Sia  (  Fig.  94. )  íl  dato  circolo  ABFGCDE,  il di  cui 
centro  H,  raggio  HA  —  r,  ed  il  lato  del  fettangolo  íia_ 
AB-BF-FG  ce.  ~x  .  Divifa  per  metá  in  í,  fará 
¿feljtzzIBm  e  condotta  JC,  che  paíTera  neceílariamen- 
te  per  lo  centro  H,  fará  Hl—  j/  rr —  «a?  ,  CI—r+- 


1/  rr —  &¡?;,  CB  —  ^/  irr  +-  2r  j/  rr — xx  .  Si  tirino  CE, 

-   4  4 
ed  HO,  faranno  fimili  i  triangoli  CDK,  HAI,  a  cagio- 

He  dei  due  angoli  retti  CKD ,HIA ,  edegl'angoli  DCK9 

AHI,  il  primo  de'  quali ,  perché  infifle  ali'arco  D E,  íará 

doppio  dell'angolo  AC1,  che  inftíle  alia  metá  di  DE,  e 

pero  eguale  aU'angolo  AHI  doppio  dello  fteíTo  ACI; 

c  perd  avremo  per  la  iimilitudine  di  efíi  triangoli  , 
 —   . —  

CJC         1/  rr  —  xx  —  Vqrrxx —  x+9  CE—V^rrxx — #4, 

4         u  r~ 


edHKzr^Vr —  ^rrxx  +■  x*~zrr — xx  ;  ma  fono  fimili 

i  triangoli  CEN,CFJK,  eíTendo  retti  i  due  angoli  K,N,cd 
eguali  i  due  angoli  KCH,  CEN,  perché  infiftenti  a  duc 

feg- 
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fegmentieguali,dunquefaráC7V  ¿  zrr  —xx  V  qrrxx — 

    zr ? 

«  CBn2rí* — xxVqrrxx — x+  ,   e  peró  1' equazione_» 
r5 

2rr  +-  y  K4rr — xxzizrr  —  xxV tyrxx — x*  . 

r* 

Quadrando  adunque,  fara  irr  +-  rl^rr — xx  — 
qr* — ¿\yvxx  -t-  x s X  4rr## — #  4 ,  e  di  nuovo  quadrando , 


cd ordinando, arrafli #I+ —  lárrx'1-*-  i©4r4  #t0 —  tfzr 6 x 8  +. 
66or*xs — 6j2rtox*+-  tf6ruxx — 6^rl4r  =  o  ;  raa  queíV 
equazione  c  divifibile  per  xx — 3rr  =  o  .  Fatta  pertanto 
la  divifione,  avremo  x11 — i$rrxl0-h  6¿r+x* — iffr6x'+* 
i8pr*x+ — iQ5r10xx+-  zir"-  —o  ,  la  quale  non  é  divifi- 
bile per  alcun  divifore  di  due  dimenfioni ,  quindi  pare 
che  il  problema  fia  del  duodécimo  grado.  Sciolgo  adun- 
que il  problema  in  altro  modo ,  ritenendo  la  medefima 
incógnita  x—AB—BF  ec.  Poiché  nei  triangoli  HCD, 
CDL  Pangólo  CDH  c  comune  ,  e  l'angolo  alia  cir- 
conferenza  DCL,  che  iníiíle  all'arco  DA  ,  é  eguale», 
all'angolo  al  centro  DHC,  che  infiíle  all'arco  CD  meta 
di  DA,  faranno  íimili  efli  triangoli,  e  peró  avremo 
DL-xx,  LH—r  —  xx.  Ma  l'angolo  DLC~D CH~ 

T  r 
EDH,  dunque  l'angolo  HLM,  che  é  eguale  all'ango- 
lo 
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lo  al  vértice  DLC,  fará  eguale  all'angolo  EDH9  onde 
faranno  parallele  le  due  rette  L  M ,  DE,  e  flmili  i  trian- 
goli  HLM,  HDE,  e  perd  fará  LMzzrrx —  x1 ,  raa- 

rr 

CL~CDzzx9  (eíTendo  il  triangolo  LDC  fimile  al  trian- 
golo  ifoícele  HDC)  e  CL~ MA9  pereíTere  eguali  gl' 
angoli  HLC9  HMA}  e  pero  fimili ,  ed  eguali  i  trian- 
goli  HLC,  HMA  ;  dunque  CA—2x+~  rrx —  xi  ,  e_* 

rr 

perché  CA  zz  CB  ,    fará   Pequazione  ¿rrx  —  x%  zz 

rr 

zrr-h  rV qrr — ##,equadrando,5>r4.*,Ar — 6rrx*+- xs— 

2r6*-rs  i/qrr  —  xx  ;  e  di  nuovo  quadrando,  ed  ordinan- 
do  l'equazione, 

xt0 — i2rrx*+-  ¿qr+x* — i\2r6x*+-  io¿r*xx  —  $¿r™zzo. 

Ed  eccomi  giunta  ad  un'altra  equazione ,  la  quale, 
perché  di  grado  inferiore  alia  prima,  íi  dovrá  mokipli- 
care  per  tanta  poteílá  del? incógnita ,  quanta  é  neceíTaria, 
acció  divenga  dello  ftefíb  grado  ,  e  con  eíTa  fi  poíTa^ 
paragonare ;  moltiplicandola  adunque  per  xx ,  fará 

—  i irrxJ0+-  54r 4  a?  8  —  nir6 x6 +- io¿r*  x*—  35^ "xx— 
x" — i$rrxl0+>  6<¡r+x* — i^jr6xs-^  i8pr8#4 — iojrloxx+-  2  ir 

e  fottratta  la  prima  dalia  feconda ,  fará 

#1C — urrx*  +-/tfr*x6 —  $4r6x++~7orsxx —  zir10  —  o  , 

Nn  la 
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la  quale,  perché  é  del  décimo  grado  ,  paragonata  colla^ 

feconda  equazione  di  fopra  ritrovata 

xl° —  urrx*  4-  54r4#* —  ii2r*#4-f-  io$r%xx< —  35rIO=o, 
e  da  effa  fottratta  ,  fará 

x*  —  prrx 6 -h  2$r+x+—  3 $r 6 xx  -h  14J"8  =  o  ,  che  e  di- 
vifibile  per  xx  —  2rr,  e  fatta  la  divifione ,  avremo  final- 
mente 1'  equazione  del  fefto  grado 
x 6  —  7rrA74+-  iqr*xx  —  jr6izo  . 

Ho  tenuta  quefta  lirada,  per  far  vedere  Pufo  del  mé- 
todo ;  per  altro  farei  giunta  piü  preíto  alia  fteíTa  equazio- 
ne, fe  aveífi  paragonati  fra  loro  i  due  valori  del  quadrato  di 
CA  ritrovati  nelle  due  diverfe  foluzioni  del  problema , 

cioé  i6r6xx — ior+x+  +-8rrx6 — xz  della  prima, 

- 

pr+xx  —  6rrx+  +•  x6  della  feconda;  imperciocché  fatta-. 
r4 

T equazione  fra  queÜi  due  valori,  e  tolti  i  termini ,  che 
fi  elidono  ;  fará  x*  —  Jrrx6  -t-  i4r4A;4  —  $r6xx~o  ,  e  divi- 
dendo per  xx  ,  x6  —  7rrx**~  i^xx —  jr6zzc,  come  fo- 
pra* Si  poteva  anche  piu  brevemente  dividere  Pequazione 
da  prima  ritrovata  x12 — i¿rrxJO-h  6^ritx% — i¿7y6x6+* 
i8pr8#4 — io^rloxx  +•  2irlzzzo  per  x6  —  6rrxAf  -h  pr+xx — 
5r6  =  o,  o  la  feconda  x10  —  urrx*  4-  ¿qr+x6 — mr6x^ 
io$rlxx —  35rIO  =  o  ¿,  per  x* — yrrxx-h  ¿r*zzo  ,  e  nell5 
uno,  e  neirahro  cafo  avrebbeii  ritrovato  x6  —  jrrx*  + 
\qr*xx —  Jr6  =  0.  Kon 
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Non  é  pero  del  feílo  grado  il  propofto  problema-.  , 
febbene  tale  apparifce  ,  non  oítante  la  ufata  induftria ;  per 
vederlo,  ritenuta  la  íletTa  cornpofizione  di  figura,  fi  deno- 

mini  HIzzx  ,  fará  Alzzv  rr —  xxzz  IB  ,  CIzzr+x  , 

CB  zz  V  rr  +-  2rx        -t-  rr  —  xx  —  Virr-h  zrx .  Indi  ripe- 

tendo  lo  íleíTo  difcorfo  di  fopra ,  fi  avrá  CK  zz  2x  V  rr  xx  ; 


HK  zz  y/  r<  —  qrrxx  +-  4#4  — rr  —  2xx;  CE  zz  2  CK  zz 

rr  r 


fytyrr  —  xx  ;  CN  zz  ^rx  —  8a?5  V  rr  —  xx  ;  CBzz 


iCNSrrx — 16 x3  V  rr—xx  .    Ma  íi  é  anco  trovatp 


r5 


CB  zz  \s  2rr  +-  zw  ;  dunque  fará  I'  equazione 


V  irr  -t-  2rxzz8rrx  —  iCx*  V  rr  —  xx  . 


r3 


Cerco  altra  equazione  in  maniera  diverfa,  ma  rite- 
nendo  la  fteíTa  HIzzx  per  incógnita;  per  lo  fteílo  difcor- 
fo di  fopra ,  fará  DLzzqrr  —  qxx ;LHzzr — 4rr -1-  4* x zz 


qxx — ^y-r  ;   LMzz  2  V rr  —  xx  X        —  3rr  ;  CA  zz 

~r~  rr 

ófVrr  —  xx*-2\/rr — xxXqxx — 3rr  ,  cioé  riduccn- 

rr 

N  n  2  do , 
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do  ,   CA  -  %xx  —  irr  V  rr  5*  xx  $  CB  J    5  peró 

rr 

y  zrr    zrxzz^xx — %rr\/rr — xx9  c  finalmente  ,  egua- 

rr 

gliando  gl*  omogenei  di  comparazione  dell*  una,  e  dell' 

altra  equazione ,  fará 

2rrx —  ACx^Vrr  —  xx  —  Sxx —  zrrl/rr —  xx  ,  la  quale 

r1  rr 
equazione  ridotta  viene  ad  eflere  8* J  +■  Qrxx  — qrrx  *— r*~o , 
del  terzo  grado, 

180.  Mefli  in  opra  i  foprafcritti  metodi,  fe  le  equa- 
zioni  non  poíTono  abbafíarfi ,  e  rimangono  di  grado  fupe- 
riore  al  fecondo,  in  due  maniere  fi  puó  procederé  per  la 
íbluzione  de*  problemi,  cheriefcono  folidi,  o  piu  che  fo- 
lidi .  Una  maniera ,  che  é  di  pochiífimo  ufo  ,  riguarda  le 
fole  equazioni  del  terzo,  e  quarto  grado  ,  e  confifte  ne{ 
rifolverle  ,  fviluppando  i  valori  analitici  dell*  incógnita, 
che  ci  fi  prefenteranno  peró  fotto  radici  cube,  e  chiamafi 
la  Regola  di  Cardano.  La  feconda  generaliííima ,  e  di  mol- 
tiífimo  ufo  confifte  nel  ritrovare  i  valori  geometrici  dell' 
incógnita  col  mezzo  delle  interfezioni  di  certe  curve  oppor- 
tunamente  introdotte  nell*  equazione  ,  e  cosí  coftruire  il 
problema  propofto  . 

18 1.  E  per  cominciare  dalla  rifoluzione  analítica , 
fuppongo,  che  le  equazioni  manchino  del  fecondo  termi- 
ne ,  tali  potendofi  fempre  ridurre,  fe  non  lo  fono.  Tutre 

le 
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le  equazioni  del  terzo  grado  mancanti  del  fecondo  termi- 
ne fono  comprefe  fotto  quefte  quattro  canoniche  . 

I.    x*™-px  —  q~o  .       II.    x 5  +-  px -■ —  qzzo . 
III.    x1  —  px  +>  q~o .       IV.    xi  +-px+-  q  —  O. 

Si  faccia  x—y+-z  ,  e  pero  px  —  py  +- pz  ,  ed  x*  zzy* 
3yyz+-  %zzy  +-  z1,  e  íoftituiti  quelti  valori  rifpetto  alia  pri- 
ma equazione  ,  fará  eíTa  y*  +-  ¿yyz  +>•  $zzy     z'  *—py  — 
.pz — #=0;  di  quefla  fe  ne  formino  due  ,  cioe  -t- 
^zzy  —  py+-pz,  ed     +-  z'  =  ^ ,  dalia  prima  1)  ricava,  divi- 
dendo p$vy-i-z,  3yz—p,  cioé  y~  p  ,  che  foftituito 

nella  feconda  dará  +-zJrr?,  o  fia  z6  — ^z'  3  —  pl  , 
e  per  le  rególe  delle  quadratiche  affette,  j^^-q^  +.  ±qq  — 


Lqq —  p%  ,  e  z%  —  iq+-  j/  iqq — p%  ;  e  finalmente  z  3 


17  *7 


ij/j.  —  í5  •  Nella  eftrazione  della  radice  qua- 

drata  ó  prefo  il  folo  fegno  pofitivo,  perché  il  negativo 
milla  varia ,  e  da  in  fine  la  (lefia  quantitá  del  pofitivo  per 
il  valore  della  x ,  come  íi  potra  vedere  facendone  il  calcó- 
lo ;  il  che  s'intcnda  fimilmente  riguardo  ali'altre  tre 
equazioni  canoniche  .  Ma  y1-^zi  zzq  ,  fará  adunque/z: 

y_  Lq  —  J^qq— f,  C  perd yzz  V\  q—f/lqq  —  £  ; 

17  *7 

ma 
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ma  in  oltre  íí  é  fatta  ■  st  —  y  +.  2  ,  fani  adunque  se  á£ 


i/\  9  n  —£  +  i/i  ?  ^¿3 *  ?  ~1Ü  ?  §iacché 
f  27    '  27 

¡'alternativa  de'fegni  omraéíTa  nulla  varia  . 

182.  Lafecondaequazione  a?3  —  #r:o,fatteleftef- 
fe  foflituzioni ,  fará y*  +-  ¿yyz  +■  $zzy  +•  z%  +- py  pz  —  q  —  o . 
Si  formino  le  due  equazioni  "$yyz  $zzy  — — py — pz.9 
ed  y!  +-  z3  =  q  ;  dalla  prima  íi  ricava  3^2  23  —  p  ,  cioé 
jyzz —  />  ,  che  foftituito  nella  feconda  da  — p* 

3z  27Z5 

o  fia  zs —  qz3  =  p3,  e  pero  z^-q-r-     qq  •*-_£' ,  e  z  = 
27  4  27 

¿ítf'*¿Hjíí  ^3  j  ma  /  4-z3'=  ^  ,  .  adunque  y  e 
;  27 

l/í  í  -^-W  *  P!  H   ed  #  —^iqq^_f 

*7  27 


3 

27 


183.  La  terza  equazione     — px+*q  =  o9fme  IcJ 
foflituzioni  ,  farájy3  +-  $yyz+-  3zzy  +•  z 3 — /y — pz+~qzzo. 
Si  formino  le  due  equazioni  3^2-+-  3^  ~  py  +-  ^ 
ed  ^3 -t- zr — q;  dalla  prima  fi  ricaverá  $yz—p  >  cioé 
y—JL*  c^c  fortuito  nella  feconda  da      +~z*  —  q9 

o  fia 
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o  fia  zs  +•     ñ — p_ ,  e  peró  z1  — —  T^^f/  99  —  P\> 


17  4  17 


c  z—  y/  "*  g  +-f/<qq.  —  f  ;  ma^'-^s'  s¡ — ,  adun- 

4  *7 

que  y-y^        q — f^-M — P*  »    e  finalmente    x  ~ 

184.  Xa  quarta  equazione  x*+-px  4-#~o  5  fatte  le 
íbftituzioni ,  fará  y*  +-  3^2;+.  jM^-t-z3  -f-pz-H^o . 
Formo  le  due  equazioni  +  $zzy  — — py  —  pz  ,  ed 
jy3  +-  z3:= — q\  dalla  prima  fi  avrá  3^2;= — /> ,  cioé  ^  — 
—  p  5  che  foftiruito  nella  feconda  da  —        z3~ — q, 

27^  l:  

o  fia  ^gi=        e  peró  z *  ~  — \/^qq+*£* 

e  z  =  1^--;?^//^^^  ,  ma  y*  +~zi— — q  >  adun- 
ad 


que  y  =  y/ — \q~)/\qq^P  5    e  finalmente    #  = 

27 

  •  • 

*7  4  *7  • 

i8y.  Le  íteíTe  radici ,  o  formóle  fi  avranno  ponen- 


do 
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do  x=.z±  p  ,  cioé  +•  p,  fe  nell*  equazione  k  -r-p*i  e 


3*  iz 


—  p  ,  fe  nell* equazione  é  -t-px  ;  quindi  xi  —  z*  +:  />Z4- 
^      .  Fatte  adunque  le  foftituzioni  nella  prima— 

equazione  canónica  xi — px — q~o,  fara  eíTa     +•  jp^ — 

272;? 

$:éo,  cioé  z6—- qz*  =  —  £  ,  e  z3;b  ~f4-         —  a 


e  finalmente  z=  \/ ~xcL*-}/'~qq  —  adunque ,  poichc 
fi  é  pofto  *rz  -i- j_j  fará 


•+- 

*7 


Per  ridurre  queíla  alia  {lefia  efpreífione  ritrovata_. 
nella  prima  maniera  ,  bafta  moltiplicare  il  nu m er atore  , 
e  denominatore  del  íecondo  termine  dell' omogeneo  di 

comparazione  per  y/ "{q-^/^qq — P  ,   e  fará  eüo 
;  peró 


ANALITíCHE.  z$9 


peró*='^^^,? —£'•*-  j/iq— £  , 


*7  i7 


come  prima . 

La  radíce  per  la  feconda  equazione  xi  +•  px — qzzo 

farebbc  x—  ^ \q+-  y/--qq+-     —  p  > 

e  moltiplicando  il  numeratore  ,  e  denominatore  del  fe- 
condo  termine  dell'omogenco  di  comparazione  per 

fyiv— y^^í >  far* 

•  *7 


l7  t? 

come  prima  . 

La  radice  per  la  terza  equazione  x*  —  px-h  qzzo 

farebbeAf^iJ/ — 1/  ¿?f —  £  s 

e  moltiplicando  il  nümeratore  ,  e  denominatore  del  fe- 
condo  termine  dell'  omogeneo  di  comparazione  pee 


*=  i/—  i^y-^— £     — i* — — '-¿i » 

*7  2/ 

come  prima.  O  o  La 
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La  radice  per  la  quarta  equazionc  xi  +•  p x  +•  q  =  o 

farebbe  x  ¿  l/—       j/  ¿  ?f  +  £  p 

c  moltiplicando  il  nnraeratore  ,  e  denorainatore  del  fe- 
condo  termine  dell'  omogeneo  di  comparazione  per 

#  =  ¿/—  \q*-Jx-qq  +  Pl+  1/—  \q— i/~M+-PL  » 

come  prima. 

186.  E'  chiaro  a  vederíi ,  cheivalori  ritrovati  dell* 
incógnita  x  colla  prima  foftituzione  x  —y  +•  z  eilggono 
1*  eürazione  di  due  diverfe  radici  cube ,  la  dove  i  fecondi 
avuti  con  la  foílituzione  x  —  z±.p  richieggono  l'eftrazio- 

ne  d'  una  fola ;  e  che  il  valore  per  la  feconda ,  e  quarta_, 
cquazione  canónica  ci  compadra  fempre  fotto  forma  rea- 
le ,  perché  la  quantitá  fotto  il  vincolo  radicaie  quadratico 
c  tutta  pofitiva  ;  ma  quello  della  prima,  e  terza  fará  fotto 

forma  reale ,  fe  fia  -  qq  maggiore  di  pi  ,  e  fotto  forma.. 

4  — 

*7  . 

immaginaria ,  quando  fia     qq  minore  di  pi  ,  (  e  quefto 

2.7 

chiamafi  il  cafo  irreducibile  )  ma  ció  nulla  ofiante  non  é 

pero , 
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peró,  ch'egli  non  fia  reale;  anzi  tutti  e  tre  i  valori  deüa 
prima,  e  terza  equazione,  quando  fia  ~qq  minore  di  pz  , 

:-  ^oÍ3!^m  '  HvM:-#  .  'v  VhS'X        ífc  oiüg 

fono  reali ;  ficcome  eíTendo  ~  qq  maggiore  di  pi  nella_. 

prima ,  e  terza  equazione,  e  generalmente  nella  feconda, 
e  quarta,  le  fole  radici  o  valori  cosí  ritrovati  fono  reali , 
gli.altri  due  fono  immaginarj . 

E  quanto  alia  feconda,  e  quarta  equazione  ,  ció  é  giá 
flato  dimoftrato  al  num.  152.  avendo  eíTe  il  terzo  termine 
pofitivo.  Rifpetto  poi  alia  prima,  e  terza,  cioé  quando 
il  terzo  termine  é  négativo,  abbia  ciafcuna  di  eíTe  le  tre_> 
radici  reali,  cheíieno  a,  — b, —  e,  o  puré  —  0,  +•  ¿», 
e  poiché  manca  il  fecondo  termine,  come  íi  fuppone^  , 
fará  ¿?=r¿4-  c5  e  1' equazione  per  tanto,  che  nafce  da  tali 

radici ,  fará  di  quefta  forma  #3  — bbxiz  bcXb+*c 

— bcx  zzol 
—  ccx 

EíTendo  b,  c  quantitá  reali,  fará  b  —  c  quantitá  poll- 
tiva,  e  perció,  fe  fi  ponga  bb  —  zbc+-cc—D,  fará  anco  bb  -h 

bc-h  cc—D-t-  $bc9e  bb+-bc+-  ce—  D}+-  DDbc+-  Dbbcc+-  frcu, 

ma  faráinoltre  bb  ^-ibe-i-cc,  cioé  b-^c~  D+*  4fo,e  peró 
bbccXb-*-  c^Dbbcc  +•  fací  ;  e      +-  DDbc+-  Dbbcc+-  fací 

4  4  *7  J 

OO  2  é 
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c  maggiore  di  Dbbcc  +  foci  ;  adunque  fara  anche  mag- 

"  VJ¿;k  i^^r^'  lxJ¡Á-  •t¿U¿>íi^m~¿*ño\z&üT)5  Lstál  -¿nina 


giore  di  bbcc  Xb+-c  ,  c  pero  bb+-bc+-  ce  maggiore  di 


4  *7 

.i 


¿¿wX  b+~c  ,  cioé  il  cubo  prefo  pofitivo  della  terza  parte 

del  coeficiente  del  terzo  termine  maggiore  del  quadrato 

della  meta  dell'  ultimo  ,  cioé  pi  maggiore  di  ~qq. 

émtnisi  osibl  li  obosvs  ífc.un  te  oiB'niomib  owl 
Adunque  fe  eíTendo  le  radici  tutte  reali  ,  il  terzo  ter- 
mine e  fempre  negativo  ,  ed  in  oltre      é  maggiore  di 

qq ;  quando  altrimenti  fi  trovi  vi  faranno  due  radici  im- 

raaginarie ,  il  che  ec. 

Ritrovato  nella  fuddetta  maniera  un  valore  per  ciaf- 
cuna  equazione ,  fi.  avranno  gli  altri  due  col  dividere  per 
quedo  valore  \*  equazione  proporta  ,  poiché  il  quozi'ente 
fará  un'  equazione  del  fecondo  grado,  che  fi  potra  fem- 
pre rifolvere  . 

187.  Potrebbefi  peró  anche,  fe  piü  torna  cómodo, 
rifparmiare  il  tedio  della  divifione  riflettendo ,  che  ílcco- 

me  tre  fono  le  radici  cube, 'dell* ahitar ,  cioé  1,  ~ -i  £ 

—  3  i  —  \ — — 3  ,  4&é  intendendofi  qualunque 

s  o  o  qnan- 
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quantitá,  per  efempio    ~q  +-  j/ ~qq+~ p*  3  moltiplicata 

nell'unitá,  le  tre  di  lei  radiei  cube  faranno 


*7 


27 


•  17 

radiei  cube  della  prima  equazíone  x1 — px  —  q  —  o  faran- 
no, ordinandole  peró  debitamente  ,  le  feguenti 


27  27 


—  l^-J*  ]/~Jñ+-pl  — 1—^—3)/^— [/ iqq— p  , 


27  2  a7 


2  27  2  '  ^  27 

ed  in  fatti  facendo  ii  prodotto  delle  radiei  tra  loro ,  e  ponen- 


do  per  brevita  j¡/ \q+-  ^  x-qq—p2_-m  ■>    ' \q—y ' iqq—p^__-  n 


*7  27 


il  prodotto  dell'ultima  #  +- 1  -t- 1/  —  3  X  *»  +-  1  —  v —  5  X  n 


nella  feconda  x  +-  1  — v  —      rn+-  1  +-  V  —  3  X  »  fa- 

*  ~~ 2 

ra 
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ra  xx  +-  m  x  nx  +•  mm  —  mn+-nny  che  moltiplicato  nella 
prima  x — m  —  n  dará  xi  —  $mnx —  ml — nl  ,  e  refti- 
tuendoivalori  di  e di n,  fará finalmente x 1 — px — qzz o, 
equazione  propofta .  Né  difíerentemente  ÍI  proceda  per 
Taltre  equazioni . 

188.  Ritrovate  le  accennate  formóle  genérali,  per 
applicarle  al?  ufo  particolare  di  equazioni  date ,  bafterá  pa- 
ragonare  la  propofta  equazione  con  la  corrifpondente_# 
delle  quattro  canoniche  9  per  avere  indi  il  valore  della 
q,  e  della  p,  i  quali  foftituiti  nella  formóla  ci  daranno 
le  ricercate  radici . 

Sia  T equazione  x*  +■  2aax  —  p¿*  ±¡  o;  la  corrifpon- 
dente  delle  quattro  canoniche  fará  la  feconda  x 3  +.px — gr=o, 
adunque  fara  p  —  raa  5  q—9al  ,  onde  facendo  la  foíHtu- 
zione  di  quefti  valori  in  luogo  di  p,  e  di  q  nella  efpreffio- 
ne  genérale  della  radice  di  eíTa  feconda  equazione  , 
cioé  in 

fará  x •=  y 9¿fi  +  j/8raó  ^8^h-^  —  y^sTaf^Sa^, 

o  fia  x~\/9&  +•  i/  *2l9a6    *-  ^ 9~ — V 22I?a6  » 

e  Pal- 


i 
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c  l'altre  due  faranno 


*95 


108  i  ^  108 


i — V— 3  l/ p^-h  1/ 2219^ — i-hí/ — 3  1]/ ^ — 1/ 2210 

z  z,       '     ~o8  *  i  tS 

jl  prodotto  deile  quali  reftituilce  la  propoíta  equazione. 

i8p.  Ma  anche  fenza  rapportare  le  particolari  equa- 
zioni  alie  formóle  generali ,  fi  poíTono  efle  indipenden- 
remente  rifolvere,  facendo  ufo  della  data  regola .  Cosí  per 
l'equazione  x*+-2aax — pal~o  ,  fatta  x~y+-  z  ,  fará 
zaax—  zaay  +-  2aaz ,  ed  x 3  zzy 3  32;^  +-  3&&y  +•  2; 5 ,  e  fofti- 
tuiti  queíti  valori  nella  propoíta  equazione  i  fará  mutata  in 
queíValtraj; 3  +-  $zyy+-  $zzy  +-  2; 3  4-  2007  2#¿z — 3  zz  oy  di 
queíta  fe  neforniino  due,cioé $zyy  +-  3zzy= — 2^ — 2*02, 
edjy3  +-  2;3=:p^3 ;  dalla  prima,  dividendo  per  y+-z  ,  ca- 
veraíft  32;^  = — zm9  cioéj/z: — zaa,  che  foClituito  nella^ 

feconda  da  — $a6  *-z*=?a*  ¡  o  fia  z6 —  pa*z*mzz$a6 ,  e 

27Z; 3  *7 


peró  z '  =  p£j  +-  i/8ia6*-$a6  ,  e  z  =  ^j>£+-  i/8i¿*6 +~  8  a* ; 
ma  j/3-hz3:=í>¿3  ,  adunque  y*  —  $£  —  j/  8ia6+-8a% 


*7 


c  peió  ^  =     9f 5  —  y/8ia6  +  8¿6  ;    ma     +-  z  —  x  , 


17 

adán- 
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adunquc  x-  ¡/9a1 */Sia64-8a6  +  ij/V*  —  j/8ia6 4-  8£t 

la  fteíTa  come  fopra  • 

Sia  l'equazione  z**-$azz — $aaz+*2a3  —  o  .  Si  levi 
il  fecondo  termine  ,  facendo  z  —  x  —  a  ,  e  viene.* 
^3  —  Saax  +-pa*  =  o.  Riferita  quefta  alia  terza  canónica- , 
avremo  p  —  Saa  ,  q  —  pa*,  quindi  foftituiti  quefti  valori 
nella  formóla  genérale  per  la  radice,  fará 


X7  x  4  17 


cioé  #  =  j¡/ — p¿34-  j/  1394*  -4-     — p£ — j/  ijp£ 

z  108  &  108 

e  l'altre  due 


6 


fe — 14-  K — 3  j/ — 9_¿3+-  j/ 139^^-1 — k — 3j/ — 9¿3 — j/ ¿3 

x  x  108  X  X  jctf 


#  —  _  1— tx— 3  y/— J 139^—1^—3  l/— £f_3— i/ Ijjjf 

•  x        "  *.  F  108  X  X         '  lot 

e  perché  fi  é  fatta  z~x —  a  5  lbttraendo  la  quantitá  a 
da  ciafcuna  delle  tre  ritrovate  radici,  fi  avranno  le  ra- 
dici  della  propoíla  equazione  zi  4-30*2; —  50,32;+-  2al  izo. 

Sia  l'equazione  — paax  4-  2a*  —  o  .  La  corrifpon- 
dente  delle  quattro  canoniche  fará  la  terza  xl  — px+-  q  =  o; 
adunque  fará  pzzpaa,  q  —  ia*,  onde  facendo  la  foflitu- 
zione  di  quefti  valori  in  luogo  di  p,  e  di  q  nelPefpref- 

fione 
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ílone  genérale  della  radice  di  eíTa  terza  equazione,  fará 

x—j/ — a1  -h  j/  —jora6  +■  y^—a'  —  l/~ 7oza6  f  efpref- 

fione  immaginaria ,  quantunque  tutte  tre  le  radici  íleno 
reali,  come  appunto  porta  il  cafo  irriducibile  . 

190.  Nelle  equazioni  del  quarto  grado  fi  procederá 
in  qpefta  maniera.  Sia l'equazione  canónica  x+  *  +-pxx  + 
qx —  r  —  o  ,  in  cui  manca  il  fecondo  termine,  e  fe  non 
mancaíTe,  da  eíTa  sfavrebbe  a  togliere;  fi  trasformi  que- 
fia  in  una  cubica  nella  maniera  fpiegata  al  num.  16 j. 
per  mczzo  delle  due  formóle  fuflidiarie  xx -t-yx  +  z  —  o  y 
xx — yx  +•  u~o  ,  e  fará  la  trasformata 
y* ipy*  4- ppyy  —  qq~o  ,  e  le  due  fuffidiarie  ,  pofii  fa^ 
^4r0 

luogo  di  u,  e  di  z  i  valori  ritrovati  dai  paragone  de* 
termini ,  faranno  xx  *~yx  +-~p+-  ~*yy  —  q  =0  , 

xx — yx  +•  ^p  +-  ~>yy  +.  q~oy  e  perché 

xy 

íi  fuppone,  che  quefta  non  abbia  divifore  alcuno  di  due 
dimeníioni y  da  eíTa  ÍI  tolga  il  fecondo  termine  colla.. 

foftituzione  yy=t — j<p,  ed  avercmo  la  nuova  equazione 

t>—~ppt—2f 

+  qrt  —  8  pr  rio. 


3 

—  qq 


Pp  Si 
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Si  paragoni  quefta  alia  prima  ,  o  feconda  delle  quat- 
tro  canoniche  del  num.  181.,  fecondo  che  <j.r  b  minore, 

o  maggiore  di  ~pp ,  per  averne  la  radice  cuba,  che  per 

brevita  chiamifi  h ;  onde  fia  t  —  h>  e  perché  fi  é  fatto 

yy—t — fará  yy—b —  ~  p,  e  pezoy  —  i/ h  —  jp ,  che 

fi  ponga  per  brevita  —g  .  Nelle  due  formóle  fuflidiarie  fi 
ponga  g  in  luogo  di  y ,  e  gg  in  luogo  di  yy,  e  faranno 

XX  +•  gX  -H  gg  +"  p_—  ?_=0  ,  g#H-|£-Hj>  4-£=0, 

%  7.  Zg  %  i  Xg 

le  radici  delle  quali  fono  x  — —  g  ir  j/  £g,  della 

*  »g      i  4 

prima,  ed  x  ~  g  ±:  j/ — # — p — gg  ,  della  feconda-.; 

*  ig       *  4 

e  ponendo  il  valore  di  —  7^,  faranno  finalmente 


le  quattro  radici  della  propofta  equazione 

x*  *  +•  px x  +■  qx  —  r  —  O  . 

Sial'equazioneAf4  *  — $6a¿ixx  +•  6ooaix — $<¡ia*—o. 
Riferita  quefia  all' antecedente  canónica,  fará/?  —  —  $6aa, 

1- 
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q  —  Sooa* ,  r  — 851a* ,  e  peró  la  trasformata  cubica  fará 
y6 — 17  iaay*++  loüooa+yy — ^tfooooa6  —o  ;  ma  poiché 
quefta  é  divifibile  per  yy  —  ipoaa,  fenza  rifolverla  con  le 
rególe  delle  equazioni  cubiche  ,  gia  fe  ne  á  la  radico  , 
cioé  yy  zz  iooaa9  ed  yzzioa.  Soílituiti  qucfli  valori  hi-- 
luogo  di  y  9  e  di  yy,  come  puré  i  valori  di  p  9  e  di  q 
nelle  due  fuílidiarie,  faranno  eíTe  xx+*  loax —  23^  =  0 

xx — loax  +*37^~o,  e  leloro  radici  x  =  — $a±i/4$aa, 

x—  5 a  -£  V — naa  ,  che  fono  puré  le  quattro  radici 
della  propofta.  Si  á  pofto  quefto  efempio  per  far  vede- 
re  únicamente  Pufo  del  método,  mentre  la  data  equazio- 
ne  íi  puó  ridurre  a  due  di  due  dimeníioni  ,  colle  maniere 
di  fopra  a  fuo  luogo  fpiegate  . 

ipi.  Nelle  fole  queftioni  aritmetiche  puó  avere  ufo 
queflo  método  di  rifolvere  le  equazioni  ,  e  non  nelle  geo- 
metriche  5  poiché  avendoíi  in  quefto  modo  il  valore^ 
dell*  incógnita  efpreííb  da  radice  cuba  ,  (  che  íi  fuppone 
non  poterfi  attualmente  cavare,  poiché  in  quefto  cafo 
l'equazione  avrebbe  un  divifore,  e  non  farebbe  del  grado, 
che  moftra )  il  ritrovare  cíTa  radice  cuba  geométrica- 
mente  non  puó  faríi  ahrimenti ,  che  con  l'interfecazione 
delle  curve ,  che  c  la  feconda  maniera,  e  la  genérale  d^ 
me  di  fopra  indicata  al  num.  180. 

Confifte  quefto  método  nell'introdurre  una  nuova_. 
incógnita  nell' equazione  3  per  indi  avere  due  equazioni  , 

Pp  2  ciafcu- 


\ 
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ciafcuna  delle  quali  contenga  ambe  le  incognite  ,  e  tutte 
due  afíleme  le  cognite  tutte  dell'equazione  propofta  ;  que- 
fíe  due  equazioni  fono  due  luoghi  geometrici  da  coftruir- 
fi  ,  le  interfezioni  def  quali  ci  determinano  i  valori  geo- 
metrici ,  o  fia  le  radici  dell'equazione  propofta  ;  e  la  ra- 
gione  é  chiara ,  poiché  ficcome  dalla  combinazione  di 
due  luoghi, o  fia  di  due  equazioni  indeterminate  ,  ponen- 
do  in  una  di  queíle  in  luogo  di  una  delle  due  incognite  il 
valore  dato  per  Taltra  equazione  ,  nafce  un'equazione  de- 
terminara, cosí  la  dcterminata  puó  rifolvcríl  in  due  inde- 
terminate . 

Sieno  adunqueledne  equazioni  ax~ zz,  xx —  $%z 
iaz  -h  $aa~  o  ;  fe  dalla  prima,  per  efempio  ,  fi  cavi  il  va- 
lore di  x  y  che  é  zz  ,  c  fi  foftituifca  nella  feconda,  nafcerá 

a 

l'equazione  determinata  del  quarto  grado  z* — $aazz+*" 
2a*z+-  3¿24=o.  Adunque  fe  prefo  il  luogo  alia  parábola^ 
ax  —  zz,  farafli  la  foftituzione  del  valore  di  zz  nell*  equa- 
zione z+  eo,  naícerá  il  fecondo  luogo  xx  —  52:2:4-  laz  -k 
$aa~o  .  Per  coflxuire  quefto  fecondo  luogo,  al  centro  A% 
coil'aíTe  trafverfo  CBzzSa,  e  col  parámetro  zz8a  ti  defcri- 

5 

vano  (  Fig.  P5- )  le  due  oppofte  iperbole  BN,  CP,  lo 
quali ,  prefe  le  aífiíTe  z  dal  punto  D  lontano  dal  centro  A 
la  quantitá  a  verfo  il  vértice  C,  faranno  il  luogo  dell'e- 
5 

quazione  xx  —  <zz  +-  2az  -f-  %aa  —  o  . 

Per 
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Per  combinare  rettamente  quefío  col  primo  Itiogo 
ax~zz>  é  neceíTario,  che  I'origine,  e  l'affe  del!' incógnita 
x  fia  comune  ad  amhi  i  luoghi  ¿  e  pero  al  vértice  D,  col 
parámetro  zza9  fuli'aíTe  DO,  parallelo  all'aíTe  conjúgalo 
delle  oppofte  iperbole,  fi  deferiva  la  parábola  deila  prima 
equazione  axzzzz,  incontrerá  e0a  le  due  iperbole  nei 
quattropunti  Af,  ¿Y,  R,  P,  dai  quali  condone  alPafíe  DO 
le  perpendicolari  MI>  NO  yRF,  PSy  faranno  elle  i  quil- 
tro valori  di  z,  cioé  le  quattro  radici  deil' equazione 
*  —  ¿ánzz  +-  2j 3  z  te%a*<—'ó\  poíkive  le  due  IM9  O  Ny 
c. negative  le  altre  FR9  SP;  imperciocché,  fe  la  %  del!' 
equazione  determínala  (  vale  a  diré  ciafeuna.  delle  radici 
di  ella  )  deve  eílere  comune  ad  ambedue  i  luoghi  ,  noii^ 
puó  eíTerlo,  fe  non  ne'  punri  M9  N yR9  P9  ne'  quali  íi  ta- 
gliano  quefti  due  luoghi;  adunque  le  rette  Ml9  N09 
RF SP,  efprimenti  h  z9  fono  le  quattro  radici  deU» 
equazione  determinata  propofta 

2; 4  *  — $aazz+-  2a1  z+*  $a  +  zzo . 
2p2.  E'  manifelto  9  che  quanto  piü  íl  accoftano  i  pun- 
ti M9  N  y  tanto  minore  é  la  differenza  delle  ordinate 
TM9  ON  per  modo,  che  quando  un  punto  cade  nelPal- 
tro,  (nel  qual  cafo  le  curve  fi  toccano,  e  non  ÍI  tagliano) 
le  due  ordinate  fono  eguali ,  cioé  due  eguali  radici  avrá 
P equazione  ;  che  fe  poi  fi  tagliano  le  curve  nel  vértice, 
in  cui  é  nulla  l'ordinata,  avrá  P  equazione  una  radice 
eguale  al  zero  ;  e  fe  finalmente  ne  íi  tagliano,  né  fi  toc- 

cano 
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cano  in  alcun  punto  le  due  curve ,  le  radici  della  propofta 
equazione  fono  immaginarie  . 

193.  Nell'introdurre  la  nuova  incógnita  fa  d'uopo 
peró  l'avvertire  di  farlo  in  modo  ,  che  i  due  luoghi  fieno 
i  piü  femplici  relativamente  al  grado  della  propofta  equa- 
zione; cioc  a  diré,  che  fe  1* equazione  é  del  terzo  o  quarto 
grado  y  i  due  luoghi  fieno  del  fccondo ,  vale  a  diré  fezioni 
coniche,  e  fará  opportuno,  a  parere  di  alcuni,  che  uno 
fia  fempre  al  circolo,  come  curva  piu  femplice ;  ma  fi 
rifletta,  che  determinando  un  luogo  al  circolo  ,  V  equa- 
zione all'altro  luogo  puó  riufcire  in  moltiffimi  cafi  aíTai 
imbarazzata,  e  peró  in  tali  cafi  preferirei  ai  circolo  quell' 
akro  qualunque  luogo  ,  che  mi  daíTc  maggiore  femplicitá . 
Se  í  equazione  c  del  quinto  o  del  fefto ,  i  due  luoghi  fieno 
uno  del  fecondo  e  l'altro  del  terzo  ;  fe  c  del  fettimo,  o 
ottavo,  fiano  uno  del  fecondo,  ed  uno  del  quarto ,  o  due_# 
del  terzo,  riducendo  peró  prima  quelle  dell'  ottavo  al  no- 
no ,  e  cosí  di  mano  in  mano  proporzionalmente  . 

Prefa  adunque  V  equazione  del  quarto  grado 
x+  -h  2bx 3  +•  acxx  —  aadx -^~a*f~o  . 
Si  faccia  la  equazione 

íi  xx  +  bx~ay  3  equadrandofará  x**-  ibx1  +-  bbxxzzaayy,  • 
c  peró  x  +  +-ibx*'=aayy —  bbxx.  Nella  propofta  fi  fofti- 
tuifca  quefto  valore  in  luogo  di  x  +  -h  ibx3  ,  e  nafcerá 
queíValtra  equazione 

IL  yy — bbxx+-cxx  —  dx  —  afzzo,  e  mettendo  nel  fe- 

condo 
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condo  termine  di  quefia ,  lafeiando  intatto  il  terzo  ,  il 
valore  di  xx  dato  dalla  prima  equazionc,  cioé  ay —  bx9 
nafcerá  la 

III.  yy  —  bby+>b*x+-  cxx  —  dx~-af—Q¡  e  foílituendo 

a         aa  a 

il  valore  di  xx  nel  terzo  termine  della  fleíTa  fegondcL* 
equazione,  lafeiando  intatto  il  fecondo,  nafcerá  la 

IV.  y  y  —  bbxx  +•  cy  —  bcx —  dx  —  afzzo,  epodo  inqueíU 

m  a 

il  valore  di  xx  >  nafcerá  la 

V.  yy+-cy  —  bby  — bcx    bl  x  —  dx--~af ~zo  ,  da  cui  fi- 

a  a  aa 

mímente  fe  fi  fottragga  la  prima  ridotta  al  zero,  cioé 
xx  +  bx  —  ayzzo,  ed  indi  ad  cíTa  fi  aggiunga  3  nafcerá 
nel  primo  cafo  la 

VI.  yy  -f-  cy  —  bby  -h  ay  —  xx  —  bx  —  bcx  -h  b 3  x  — >  dx  — 

a  a  aa 

af~o,  e  nel  fecondo  la 

VIL  yy  +.  cy — bby  —  ay  +•  xx+*bx  — ■  bcx  +*b  *x  —  dx  — 

6  a  aa 

1P4.  Egli  é  chiaro  ,  che  la  prima  equazione  e  un 
luogo  alia  Parábola  apolloniana;  per  riconofeere  l'altre  fa 
d'uopo  fervirfi  delle  riduzioni  fpiegate  ai  numeri  127.,  e 
128.  Con  le  quali  troveraffi ,  che  la  feconda  fará  luogo 
alia  Parábola  quando  fia  ac=zbb  ;  all'Elliííi  quando  fia  ac 
maggiore  di  bb;  ed  all'lperbola  finalmente  quando  fia  ac 

mi- 
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minore  di  bb.  Che  la  terza  fará  all'elliílí,  che  paíTa  ad 
eíTere  un  circolo  quando  fia  c—a¡  e  retto  Pangólo  delle 
coordínate  •  Che  la  quarta  fará  all'iperbola,  la  quale  in 
oltre  fará  equilátera,  fe  fia  bzza.  Che  la  quinta  fará  alla^. 
parábola  .  Che  la  fefta  fará  al?  iperbola  equilátera  .  Che_> 
la  fettima  fará  al  circolo,  quando  fia  retto  Pangólo  delle 
coordínate  . 

Quindi  íi  potrá  fcegliere  per  la  coílxuZ'one  del  pro- 
blema la  combinazione  di  que*  due  luoghi ,  che  piü  ci 
torneranno  a  propofito . 

'  15)5.  Se  il  fecondo  termine  della  propofta  equazione 
foíTe  flato  negativo,  averebbeíi  fatto  xx —  bx  —  ay,  e  Ie_# 
equazioni  nafcenti  farebbero  le  fteíTe  di  prima,  mutando 
folo  il  fegno  a  que'  termini ,  ne'  quali  la  b  é  di  potefíá 
difpari;  e  fe  la  propofta  equazione  foíTe  ílata  mancante  del 
fecondo  termine,  averebbeíi  prefo  xxzzay ,  e  pero,  can- 
ccllando  i  termini  dove  li  trova  la  b  nelPaltre  equazioni , 
faranno  eíTe  qneile,  che  a  quefto  cafo  competono. 

196.  EíTendovi  nelle  equazioni  propofte  il  fecon- 
do termine  ¿zibx3 ,  fi  prende  il  luogo  alia  p^ibola-. 
xxizbxzzay  piuttofto,  che  xx~ay^  perché  cosí  gli  altri 
luoghi,  che  nafeono ,  non  ánno  il  rettangolo  xy,  e  pero 
fono  piufacili  da  coílruirfi  . 


ESEJvP 
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Sia  1»  equazione  del  terzo  grado  x ■  —  aax  +-  ta  *  =  o . 
Si  moltiplichi  per  x  —  o,  per  ridurla  del  quarto ,  onde  fia 
— aaxx  +-  la*  x~o  ;  e  debbafi  coftruire  per  mezzo 
d'una  parábola,  e  d'un  circolo. 

Giacché  manca  il  fecondo  termine,  íi  faccia  xx  —  ays 
luogo  alia  parábola  ;  adunque  foftituendo  in  luogo  di  a?4  , 
e  di  xx  i  valori  aayy  ,  ed  ay ,  fará  yy  — ay  +-  zax  —  o  ,  a_* 
cui  aggiunta  la  prima  equazione  xx  —  ay  —  o ,  fi avrá final- 
mente 1* equazione  yy  —  2ay lax xx  zzo  3  luogo  al 
circolo  . 

Col  diámetro  BDzi/z^  fi  defcriva  il  circolo 
ADME,  (  Fig.  p6. )  e  fi  faccia  BC-a,  fara  anche  l'or- 
dinata  CA—CB—a  .  Dal  punto  A  condotta  la  indefinita-. 
AP  parallela  ad  ED ,  e  prefe  fopra  di  eíTa  le  afiiíTc 
AP=y,  e  chiamate  le  ordinate  PM—x,  fará  quedo  il 
luogo  dell' equazione  yy  —  zay+-  zax  +-xx—o .  Sull'aíTe_, 
AP,  in  cui  íi  fono  prefe  le  y  ,  col  vértice  A  fi  defcri- 
va la  parábola  appolloniana  MA  M  dell'  equazione  xx  —  ay, 
taglierá  eíTa  il  circolo  ne'  due  punti  A ,  M ,  dai  quali 
condotte  le  ordinate  ,  faranno  eíTe  le  radici  reali  del? 
equazione  x** — aaxx  +■  la 3 x == o ,  e  due  immaginarie. 

Ma  la  ordinata  nel  punto  A  é  nulla  ,  adunque  una_. 
radice  fará  —  o  ,  come  appunto  deve  eíTere  ,  eíTendo 

Qq  eíTa 
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efla  ftata  introdotta  con  moltiplicare  la  equazionc  propo- 
ítaper  x  —  o9  adunque  fará  PM  la  radice  reale ,  e  ne- 
gativa dell'equazione  x1 —  aax+-  2a*— o,  e  le  altre  duc 
immag!narie  .  Se  avefli  moltiplicata  la  propoíia  equazio- 
ne  non  per  x  —  o,  ma  per  x  eguale  ad  una  qualunque 
quantitá,  in  due  punti  fuori  del  vértice  il  circolo  taglie  - 
rebbe  la  parábola  ,  uno  de'  quali  mi  darebbe  la  radice 
introdotta,  l'altro  quella  della  equaz;one  propolía. 

Ora  per  dimoftrare  ,  che  P  M  b  una  radice  dell' 
cquazione  x+ — aaxx  +>  ia 5  x  —  o  ,  fi  confideri ,  che  per 

la  natura  del  circolo  é  EO  XOD=OM,maOAÍ=-*-^ 

EO=y+-  V  2aa  —  a  ,  ed  OD~a — y^Vraa,  dunque 
xx  +-  lax  +-  aa  —  aa  +-  2ay — yy  ;  ma  per  l'equazione  della 
parábola  AM,h  xx  —  ay,e  peró  x*—yy,  adunque  íoíH- 

aa 

tuiti  i  valori  di  y,  e  di  yy,  e  ridotta  l'equazione  al  ze« 
ro  ,  fara  .v* — aaxx  +-  ta 3  x  —  o  ,  che  é  appunto  quella_. 
del  quarto  grado ,  di  cui  ü  volevano  le  radici ,  il  che  ec. 

ip7-  Se  fi  volefíe  coílruire  l'equazione  x* — aaxx  +- 
2a' x  ~  o  per  mezzo  di  due  parábole ,  convcrrebbe  ferviríí 
dell'equazione  ritrovata  di  fopra  yy  —  ay  +-  zax ~ o ,  ed  il 
luogo  di quefta  colla  parábola  deli'  equazione  xx  —  ay  de- 
Lerminerebbero  le  radíci  ,  che  fi  cercano. 

Si  deferiva  adunque  ( F/g.  57. )  col  parámetro  d  2¿7 

la  parábola  MCA  ,  in  cui  farra  CD^a,  ed  abbafTa- 

ta 
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t&DAí¡a  ,  che  irtCóntrerá  la  parábola  fflft  punto  A,  e 
condotta  per  lo  punto  A  Y  indefinita  AP  parailela  all* 
aíTe  CD  ,  prefe  le  aííiíre  x  dal  punto  A  poíitive  verfo 
B,  e  negative  verfo  P  ,  e  le  ordiuate  PMzzy,  íará  eíTa 
il  luogo  déll' equazione  yy —  ay  4-  zax  S  o  ,  quindi  Col 
vértice  A,  all'aíle  AQ  fi  defcriva  l'altra  parábola  Af^íS 
dell*  equazione  xx—ay  ;  taglierá  quefla  la  prima  nei  pun- 
ti  ^  ,  ed  M ,  ed  abbaíTata  la  perpendicolare  AfP,  dará 
eíTa  la  radice  AP  negativa  dell*  equazione  proporta  ,  e 
perché  nel  punto  A  la  perpendicolare  é  milla  ,  é  puré 
nulla  l'altra  radice  ,  come  deve  eíTerlo  ,  eiTendo  ílata^ 
moltiplicata  1' equazione  propofta  per  x  —  o  . 

Imperciocché    eiTendo    nella    parábola  MCA 

l&CN— — x+-a  ,  ed  NM~y —  a  ,  fará  per  la  proprietá 

~r  ,  ~ 

di  eíTa  parábola  ,  aa  —  zax—yy — ay    aa ,  c  foftituiti  i 

4  4 
valori  di  y  ,  e  di  yy9  dati  per  la  prima  equazione  alia_. 

parábola  MAS,  cioé  xxzzay,  ed  ordinata  l'equazibne, 
avremo  finalmente  x+ — aaxx  •+-  2<?3  x  —  o,  che  é  l'equa- 
zione  del  quarto  grado,  di  cui  íi  volevano  le  rádici. 

198.  Che  fe  aveffi  voluto.  fervirmi  della  parábola  , 
c  dell'iperbola  equilátera  ,  baítava  fottrarre  dalla  detta 
equazione  yy  -■ —  ay  +-  iax  —  o  la.  prima  equazione^» 
xx  —  ay  —  o  ,  e  farebbe  nata  1' equazione  yy  +-  zax  — 
xx— o  ,  che  é  un  luogo  all'iperbola  equilátera,  la  quale 

Qq  2  co- 
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coftruita  mi  avrebbe  date  ,  per  .  mezzo  della  interfecazio- 
ne  colla  parábola  dell'  equazione  xx  3  ay  ,  le  radici 

cercare  .  "mSB^  ' 

ipp.  E  fe  finalmente  aveffi  voluto  feiogliere  il  pro- 
blema per  mezzo  del  circolo  ,  e  deli' iperbola,  avrei  co- 
ílruita  la  terza  equazione  yy —  ziy +.rax  xx  —  o  ¡  luo- 
go  al  circolo  ,  e  la  quarta  equazione  yy+-iax —  xxzzo, 
luogo  all*  iperbola ,  come  íi  é  veduto;  I'interfecazione  dei 
quali  luoghi  mi  avrebbe  date  le  radici  cercote  . 

200.  Ma  fenza  moltiplicare  per  x  T  equazione  pro- 
pofta  xz  —  aax+-  2a*  ~  o  ,  fi  avrebbe  potuto  cottruirla_^ 
nella  feguente  maniera  5  quando  pero  non  prema  d'in- 
trodurre  piuttofto  un  luogo  ,  che  un9  aitro  .  Si  faccia^ 
adunque  xx~ay  ,  ed  in  luogo  di  xx  fi  ponga  nell' e- 
quazione  il  fuo  valore  ay  5  nafcera  1*  equazione  x  y  — 
ax+~  zaa  —  o  ,  luogo  ali' iperbola  fra  gl'aíintoti  . 

Si  taglino  adunque  ad  angoli  retti  le  due  ifídefinite 
SRy  QT,  (Fig.  9$.  )  e  fieao  efle  gli  afintoti  delle  due 
iperbole  AÍAf,  mm  del  rettangolo  cortante  — iaa9  pren- 
dendo  le  afíiíTe  dal  punto  A  lontano  dal  punto  B  la^, 
quantitá  a  •  Al  vértice  A  ,  all'aíTe  AR  ,  col  parámetro 
=  a  íi  deferiva  la  parábola  della  prima  equazione^ 
xxzzay  ,  taglierá  eíía  1' iperbola  MM  nel  punto  M;  ed 
abbaíTata  l'ordinata  PM,  fará  eíía  la  radice  reale  ,  e 
negativa  de  11*  equazione  proporta  . 

ín 
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Xn  fatti ,  per  la  proprieta  dell'  iperbola  MM  ,  fará 
BP\PM~  —  %aa  ,  cioe  xy — ax~ —  %aa  *  raa  per  la 
proprietá  della  parábola  AM }  fi  &  y—xx>  adunque  foíti- 

a 

tuito  in  vece  di  y  ii  fuo  valore  ,  ed  ordinata  I' equazio- 
ne ,  fará  x *  —  aax  +-  2a 3  =  o  ,  che  é  la  propoíta^ 
il  che  ce. 

Generalmente  tinte  le  equazioni  del  terzo  grado  íi 
poíTono  fempre  in  quedo  modo  coftruire  femplicernen- 
te  ,  fenza  ridurle  al  quarto  ,  con  una  Parábola  ,  e  con 
una  Iperbola  fra  gl'Aíintoti  . 

E  S  E  M  P  I  O  IL 

Sia  l'equazione  del  quarto  grado  z4 — ¿áa£z~+~  2alz+ 
¿a+—o,  la  quale  debbaíi  coílruire  per  mezzo  della  pa- 
rábola ,  e  del  circolo  .  Si  prenda  l'equazione  axzzzz, 
e  fattone  ii  quadrato  ,  fi  foftituifea  nell*  equazione  pro- 
pofta  in  luogo  di  z4 ,  e  di  zz  il  fuo  valore  ,  e  nafcerá 
la  feconda  equazione  xx  —  j^-n  2jzf  $aa9  dalia  quaíe 
fottratta  primieramente  3  ed  indi  agg'unta  la  pringa-, 
equazione  zz — axzzo,  íi  avrá  nel  primo  cafo  la  terza 
equazione  xx  —  4ax  +-  iaz  +-  $aa  —  zz  —o,  e  nel  fecon- 
do  cafo  la  quarta  -xx  —  6ax 2az+- $aa+*  zz^zo,  che  e 
un  luogo  al  circolo  ,  e  per  ó  di  eíTa  mi  fervo  per  coftrui- 
re  la  propofta  equazione  del  quarto  grado  . 

Si 
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Si  defcriva  adunque  col  faggio  —wfaa  il  circolo 
B  MF1 ,  e  pfefa  dal  centro  C  veríb  B  (  Fig.  pp.  )  ía_, 
CL  =  3¿?,  indi  dal  puhto  L  eretta  al  diámetro  la  perpen- 
dicolare  LA— a,  íi  tiri  dal  punto  A  la  retta  indefinita 
A?  parallela  ai  diámetro  BF  t  faranno  le  AP—x  ,  e  le 
corrifpondenti  ordinate  nel  circolo  PMzzz;  e  peró  fará 
A  il  vértice,  ed  AP  1'aíTe  della  parábola  dell*  equazione 
ax  —  zz9  onde  defcritta  al  vértice  A,  colV  afle  AP,  col 
parámetro  —a  la  parábola  -<4Af ,  incontrera  eíla  il  cir- 
colo ra  quattro  punti  M ,  dai  quali  condone  all'  aíTe 
A  P  le  perpendicolari  P  M,  faranno  eíTe  le  radici ,  due 
poíitive,  e  due  negativc  dell' equazione  propofta 
¡s4 — Uazz  +-  ia 3  z  +-      —  o  . 

Ed  ih  fatti ,  fi  prolunghi  la  P  M  in  D  ,  fe  fa  bifo- 
gno ,  e  fará  per  la  natura  del  circolo  BMF,  BD\D F~ 

DM  9  ma  D M—  z+-a  >  BD  —  x  —  "$a+-  V faa  ,  e_, 

D  F— — x  +■  3 ¿:  +•  V  7¿z¿7,  adurtque  2¿z+-¿¿z±: — 
tsaX  —  iaa  ;  ma  ,  per  la  natura  della  parábola  A  M , 
ax  —  zz,  ed  xx—z*,  adunque  fatta  la  foftituzione  di 

aa. 

quefti  valori ,  ed  ordinata  1' equazione  col  paragonarla 
al  zero  ,  fará  z4  —  ]aazz+-  2a'z  +•  3a4  -o  ,  che  é  la_- 
propolla ;  il  che  ec. 


ESEM- 
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E  S  E  M  P  I  O  III. 

Sia l'equazione  del  terzo  grado  #$ —  %aax  ^  ^'zro, 
che  G  mblíiplichi  per  x-t-ia,  a  fine  di  ridurla  del  qoar- 
to  p  e  fará  .v4^  2áw} —  $aaxx-^ a%  x  4*  ioa*~o. 

Si  prenda  l'eqjjazione  alia  parábola  xx  axzzciy  > 
e  fatto  ii  quadratOj,  far.á  x+ +■  ¿ax* -t-.aaxx  aayy ti 
íbíEtuiíea  neiPequazione  il  valore  dei  due  priroi  termi- 
iji  a?  4  4-  zax*  p  cioe  aayy-^-aaxx  ,  ,e  nafcerá  la 

II.  yy-~-4xx  — ax  +■  \oaaz^o  ,  ed  in  quefta  foílituitp  in 
luogo  di  xx  il  íuo  valore  ay — ax  ,  na/cera  h 

III.  yy  —  qay  +-  $ax  +■  io¿7¿j  — o,  da  cui  fottratta  la  prima 

'^^o ed  .indi  aggiunta,  nafceranno  le  due 
equazioni ,  cioé  la 

IV.  yy  —  $ay  +•  2ax  +*  ioaa  —  xxzzo  nel primo  cafo,  e  la 

V.  yy  —  $ay+-4ax-h  ioaa+-  xx  —  o  nel  fecondo  cafo  : 
prendo  il  primo,  e  1* ultimo  luogo  . 

Per  coílruire  I' ultimo  ,  íl  defcriva  il  circolo  OSN 
(  Fig.  100.  )  del  raggio  OP~ \a,  e  prodotto  in  F,  onde 
fia  OFzzza  ,  ed  eretta  dal  punto  F  la  perpendico- 
lare  FC,zzF0zzz2(is  ti  tiri  la  indefinita  CQ  parallela  ad 
FP  .  Prefa  una  qualunque  CQ—y,  faranno  le  corrif- 
pondemi  ordinate  negative  QS,  QN  le  x  ,  ed  il  circo- 
lo il  luogo  della  quinta  equazione .  Si  prenda  ora  in  FC 

la 
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la  CB~^a,  e  dal  punto  E  fi  tiri  la  perpendicolarti 

BA  —  ~a  ,  indi  al  vértice  A,  col  parámetro  =  a  fi  de- 

fcriva  la  parábola  NAM ,  che  fará  il  luogo  della  pri- 
ma equazione  5  prefe  le  affiíTe  y  fulla  retta  CQ.  Da' 
punti  O,  ne'  quali  la  parábola  taglia  il  circolo  ,  ál- 
zate le  perpendicolari  OH,  NQ9  faranno  efíe  le  dúo 
radici  reali  negative  dell*  equazione  del  quarto  grado 
¿v4+-  2ax 3  —  $aaxx —  a1       io¿z4:zo  . 

E  perché  O  H  prefa  negativa  é  eguale  a  20 ,  che  é 
la  radice  introdotta  colla  moltiplicazione  della  propofta 
equazione  in  x  +-  ia  ,  fará  NQ  la  radice  reale  negativa 
dellJ  equazione  propofta  xl —  $aax-h  $a*  —  o  9  l'altre  due 
radici  immaginarie  . 

Imperocchc,  per  la  natura  del  circolo  OSL,  fará 

OGXGL-GN  5  ma  OGz;- 2*,  j  ,  o 

GN  =  —  2a  —  a;,  dunque  fatte  le  foftituzioni  ,  fará 
xx+-4ax+  ioaa+-yy —  5¿jy~o  ;  ma  per  1* equazione  alia 
parábola  NAM,  y  —  xx  +-  ax ,  edjyjy:=:;v4-H2##3  +-aaxx9 

a  -ita 

dunque  foftituiti  nell' equazione  al  circolo  quelH  valori 
di  y ,  ed  yy  ,  fará  finalmente 

x  +  +-2ax~* — $aaxx  —  a1 x  +•  io^4  —  o  ;  il  che  ec. 


ESEM- 
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ÍSEMPIO  IV, 

Sia  Pequazionc  x'  —  qaax*  —  2a*x*  +.  %a*xx  +• 
$ia*~o3  c  perché  c  diviíibilc  per  xx  —  4¿ix+-4aa,  e^ 
il  quoziente  él'equazione  del  quarto  grado  x  +  ^^ax3*- 
flaaxx  -f-  Sa*x  +-  Sa*~o  9  fi  coftruifea  quefta. 

Prefa  adunque  Pequazione  xx  laxzzay ,  e  fatro  i! 
quadrato  x 4  4¿#  *  4-  4¿?¿#* = ¿ajy ,  fi  fbftituifca  nelP  e- 
quazionc  in  luogo  di  at4-h4^3  il  valore  aayy —  qaaxx, 
c  viene  la 

II.  yy  +  4xx+  $ax+-$aa=:o,  in  quefta  fi  ponga  il  valo- 
re di  xx  ,  cioé  ay  —  lax ,  e  viene  la 
III. 

yy  +  4ay+-  8«a=o,  da  cui  fottraggafi  la  prima,  o 
míce  la 

IV.  -h  5¿y -j- 8¿wi —  xx —  iax  —  0  ,  ed  aggiunta  final- 
mente la  prima  alia  terza,  fará  la 

V.  yy  +-  ^ay  +-  Saa  +*  xx  +•  2ax~o  . 

II  fecondo  luogo  é  immaginario  ;  il  terzo  é  equa- 
zionc  determinata  ,  ma  le  fue  radici  fono  immaginarie;. 
il  quinto  luogo  c  puré  immaginario ;  il  quarto  luogo  poi 
é  reale  ,  ed  é  un'  iperbola  equilátera . 

AU'afle  DCzz  v  waa  li  deferivano  col  centro  A 
Tiperbolc  CR,  DG;  (Fig.  101. )  íi  prenda  AB  —  a  ,  c 
fi  erigga  la  perpendicolare  indefinita  B  Mt  in  cui  fi  pren- 
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da  B  Mzz  50,  e  dal  punto  M  conducaíi  la  MQ  parallela 

all'aíTc  DC-y  prefe  dal  punto  M  fbpra  MQ  le  x9  faran- 
no  le  corrifpondenti  Q  R  ,  o  fia  ATT  le  y  ,  e  la  curva 
il  luogo  dell*  equazione  quarta  +-  5 ¿y  +•  8¿<z —  xx — 
2ax  —  o.  Prodotta  QM  in  ¿V,  e  fatta  MN=a ,  e  con- 
dotta  N¿4  al  centro  dell"  iperbola  ,  íl  prenda  NO^za  , 
ed  al  vértice  O,  col  parámetro  asalte  05 ü  defcríva 
la  parábola  O  M,  che  paííerá  per  lo  punto  Af,  indi  prefe 
fulla  MT  le  y ,  e  le  corrifpondenti  ordinate  TL  —  Xy 
fará  eíTa  il  luogo  delía  prima  equazione  *Af-h2«=ay  ; 
*  ma  poiché  quefti  due  luoghi  non  fi  poflbno  mai  incon- 
trare  ,  come  é  chiaro  ,  faranno  immaginarle  tutte  quat- 
tro  le  radici  dell' equazione 

x**-  qax*  +-Saaxx  -t-Sa*  x  +*$a*—Q  , 
qurndi  la  propofta 

x6 — qaax* — 8a* x3  +■  SaAxx+-  32a  "no 
íi  trova  avere  due  fole  radici  reali  tra  loro  eguali ,  cioé 
ciafcheduna  ==  ia  , 

20i?  Ma  fe  in  oltre  11  voleíTero  coítruire  le  equa- 
zioni  del  terzo ,  e  quarto  grado  per  mezzo  non  folo 
di  luoghi  conici ,  ma  di  luoghi  conici  gi.á  dati ,  o  fimili 
ai  dati ,  il  che  puó  avere  ufo  ,  quando  una  delle  fezio- 
ni  coniche  fia  data  nel  problema,  fi  potra  farlo  nel  fe- 
guente  modo  ,  intendendo  pero  ,  che  le  equazioni  del 

terzo 


ANALITICHE.  3i5 
terzo  grado  íl  riducano  al  quarto ,  e  quefte  fi  liberino 
dal  fecondo  termine,  fe  lo  aveíTero. 

Devo  peró  avvenire  ,  che  quantunque  per  lo  piü 
fia  bene  il  determinar!!  a  quel  dato  luogo  cónico ,  che 
£¡á  entra  nel  problema  ;  tuttavia  íl  deve  avere  la  mira, 
che  1*  ufo  di  eflb  luogo  dato  non  ft  opponga  alia  maggio- 
re  femplicitá  della  coftruzione,  nel  qual  cafo  ,  non  cu- 
rato il  luogo  giá  dato ,  tornera  meglio  introdurne  duc_» 
nuovi . 

Volendoíi  adunque  fervire  di  luoghi  dati ,  o  íimili 
a*  dati,  l'artifizio  confifte  nell*  introdurre  nelle  equazio- 
ni  due  indeterminate ,  da  fiílarfi  poi  nel  fine  a  mifura_. 
del  bifogno  .  Sia  adunque  l'equazione 
z4-t-  abzz — aaez-h  a%d—o. 
Si  ponga  z=¿#,per  introdurre  la  prima  indetermina- 
T 

ta  /;  fatte  le  foftituzionioni  ,  fará 

x+4-bffxx — f'cx  +  f+dzzo  . 

a  a  a 

Si  prenda  il  primo  luogo 

I.  xx — fy  —  o,  e  potfi  i  valori  di  xx9  e  di  x+9  nafce- 
rá  il  fecondo  luogo 

II.  yy  *■  bfy — fcx+-ffd—o9  a  quefto  íl  aggiunga  il  pri- 

a  a  a 

mo  ,  ed  avremo  il 

III.  xx  — fy  +-yy  +-  bfy  — / c  x  +*ffd  =:  o .  Per  introdurre 

a  a  a 

Rr  2  la 
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la  feconda  indeterminata  g,  fi  moltiplichi  il  primo  lue- 
go per  g  ,  ed  avremo  gxx — gfy  =  o  ,  che  aggiunto 

a  a 

al  fecondo  ci  da  il 

IV.  yy  +  bfy—fcx^fd ^gxx—gfy  s  o  ,  c  fottratto 
ci  da  il 

V.  yy^bfy — fcx*-ffd+*gfy — gxx—o. 

a  a         a  a  a 

II  primo,  e  fecondo  luogo  fono  alia  Parábola,  il 
terzo  al  Circolo,  quando  le  coordínate  facciano  angolo 
retto  ,  il  quarto  alPElliffi,  ed  il  quinto  all'  Iperbola  • 

Debbafi  ora,  per  efempio,  coftruire  l'equazione  per 
mezzo  d'un  circolo  dato,  e  d'un'  iperbola  data.  Si  pren- 
da adunque  il  terzo  ,  e  quinto  luogo  ;  e  quanto  al  ter- 
zo luogo,  col  raggio  CG  =  f  y/ ce — qad-h  bb — zab+-  aa 

za 

íi  deferiva  il  circolo  EMG  ,  (  Fig.  102.  )  e  prefa_. 
CD^zfcj  fi  abbafli  dal  punto  D  la  perpendicolare 

DA—af — bfy  (  fuppofta  a  maggiore  di  b  ,  e  fi  alzi 

za 

dalla  parte  oppoña,  quando  fia  b  maggiore  di  a  )  indi 
dal  punto  A  fulla  retta  A  P  parallela  a  D  G  prefe  le_, 
afíiíTe  AP  =  x,  faranno  le  corrifpondenti  PM  le  y  ,  ed 
il  circolo  EMG  il  luogo  dell'equazione 

xx  — fy  +-yy  4-  bfy — fcx+ffd  —  o. 

a  a  a 

Rifpet- 
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Rifpetto  al  quinto  luogo  ;  per  coftrujrlo  ,  c  combi- 
narlo col  circoio ,  prodotta  per  lo  punto  A  ,  origine 
dellc  x  ,  la  retta  DAinH  in  modo  ,   che  íl¿u 
AH~gf+-bf,  e  condotte  per  i  punti  A9  H  le  paraI- 
24 

lele  A P  ,  HK  alia  DG  ;  íi  prenda  fulla  HK  verfo  ií 
punto  L  la  porzione  Hl^fc,  e  col  centro  I  3  loli* 

aíTe  trafverfo  LKzz  f  y/ aacc+  qaagd—abbg — ag* — zabgg 
(  íuppoílo  perd  cc+*4gd  maggiore  di  bbg+*g*  +  2bgg  )  fi 

a 

deferiva  l'iperbola  JCAfdel  parámetro 

KOn  /  |/  aacc+-  qaagd — abbg — ag* — zabgg  ,  in  cui  cf~ 

aa 

fendo  AP  —  x  ,  P3í=v5  fará  efla  il  luogo  della  quin- 
ta  equazione  .  Dai  punti  M ,  nei  quali  eíTa  taglía  il  cir- 
colo ,  condotte  le  perpendicolari  MP  ,  MP  alia  AP  ; 
faranno  le  AP  ,  AP  le  -radici  dell* equazione 
x  +  +-bffxx — cPx-hdf*  =  o  . 

a  a  a 

E  poiche  íi  é  fatta  z  =  <?a?  ,  data  la  .v ,  é  puré  da- 

T 

ta  la  z  ,  vale  a  dirc  le  radici  dell' equazione  da  prima-, 
propoíta  z4  ec. 

Ma  fe  aveffi  fuppoíto  cc+-  qdg  minore  di  bbg-h  zbgg*-  g 3 , 
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il  luogo  della  quinta  equazione  farebbe  l'iperbola  MM , 
(  Fig.  103. )  il  di  cui  femiaíTe  trafverfo 

—  fy/bbg-t-zbgg-i-g* — acc —  4¿tgd,  il  femiaíTe  conju- 
itt  g 

gato  IKzif  j/ bbg+-  zbgg  +-  g} —  ¿£77 — qagí  ,  ed  il 
parámetro  KO  dell'aíTe  conjugato 


==/  j/ %  +-  2¿g£+-g}  —  acc  —  44g¿  • 

Ció  poílo  ,  per  foddisfare  alia  prima  condizione  , 
che  il  circolo  fia  dato ;  íi  ponga ,  che  lia  il  raggio  di 
eílb  —r9  adunque  dovrá  effere 

y  =  /  1/  ce — ^ad  +•  bb  —  zab  +-aa9  dalla  quale  equazione 

ta 

íi  cavi  il  valore  della  indeterminata  aíTunta 
/  =  zar  


v  ce  —  qad-hbb —  zab  +  aa  ;  ed  il  deferitto  'circolo 
EGM  fará  quello  del  raggio  =  r  . 

Per  foddisfare  alia  feconda  condizione  ,  che  l'iper- 
bola fia  data  :  fia  2 1  il  dato  aíTe  trafverfo  ,  e  p  il  para- 
metro,  fará  adunque  s?=_/  j/  cc+>4gd — bbg — g* — zbgg9 

g  « 
e  peró  f  —  zgt  

j/  ce  +•  4ig — bbg —g 3  —  zbgg  ;  ma  é  pu- 

a 

re 
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re  p— f  j/  ce  -h  qdg— bbg — g  *  —  2¿gg  ,  adunque  porto 
in  luogo  di  /  il  valore  ritrovato  ,  fará  pzzzgt,  dacui  íi 

a 

ricava  il  valore  di  gz:  ap ,  e  pofto  queíío  ia  luogo  di 

zt 

g  nel  valore  di  f,  fará 
/  ^   iapt 


j/  ¿\ttce  +  Stf/tfd —  2¿¿/>?  —      ?  —  2<rá/?p  ;  quindi  ii 


z  í 


diámetro  trafverfo,  ed  il  parámetro  della  deferitta  iper- 
bola  (Fig.  102. )  faranno  appunto  le  date  linee  zt,  e  p f 
e  ció  xiguardo  al  primo  cafo. 

Rifpetto  poi  al  fecondo  ,  cioé  quando  ce  qdg  é 
minore  di  bbg^g3  +-  ibgg  ,  fi  chiami  PaíTe  conjugato 

a 

della  iperbola  data  LKziiu  ,  ed  il  fuo  parámetro 
fará  2u=  f  i/bbg-h  2bgg  +  g>  —  ce— 4¿g , 


C  y— f  \/bbg*~2bgg*-g*  —  ¿v-—  4^íg  ;  quindi  ñ  ritro- 
verá,  operando  come  fopra, 
ed  / zz-  .  2aqu 


y/ 2bbuq+«  2baqq+~  aaq1 — ^qcüu — Saduq  ; 
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e  1' iperbola  avra.  per  aíTe  conjugato  LKzziu,  c  per 
parámetro  dello  íteflb  aíTe,KO  =  2  .  Ed  il  problema  fará 
coíbuito  cosí  per  mezzo  d'un  circolo  dato,  e  d'una 
data  iperbola  . 

Che  fe  non  fará  data  1* iperbola,  ma  dovrá  eíTere 
fimile  ad  una  data ,  vale  a  díre ,  che  1'aíTe  fia  al  fuo 
parámetro  in  data  ragione  ,  per  efempio  di  m  ad  n  9 
poiché  íi  c  veduto  di  fopra ,  che  la  ragione  dell'aíle  al 
parámetro  c  quella  di  a  allag;  bafterá  fare  l'analogia  ¿,g : :  mjn 
per  indi  avere  il  valore  di  g—  an . 

m 

Ufando  dello  íteílo  método  fi  potrá  coftruire  I'e- 
quazione  col  mezzo  di  altri  dati  luoghi ,  o  fimili  ai  dati ; 
come,  per  efempio,  col  mezzo  del  fuddetto  dato  circolo, 
e  di  una  data  ellifíi  ,  o  fimile  ad  una  data ,  prendendo 
in  vece  della  quinta,  la  quarta  equazione  ec. 


E  S  E  M  P  I  O  V. 

Sia  l'equazione  x  * — ax 3 — aaxx  —  aj  x  —  la  4  =  o  , 
e  fi  voglia  coftruirc  per  mezzo  d'una  parábola  del  pa- 
rámetro —  a  ,  e  con  una  elliífi  fimile  ad  una  data,  il  di 
cui  affe  trafverfo  fia  al  parámetro  nella  data  ragiono 

di  b  a  á ti 

Tolgafi  da  eífa  il  fecondo  termine  colla  foílituzione 

di 


ANAL1T ICHE.  32.1 
di  jfrz-f.  a_y  c  fará  la  trasformata 

4 

z4 —  waavt. —  i3¿?'z —  595a*  =  o. 

8  8  256 

Pongo  z  =  ¿y  ,  per  introdurre  la  prima  indeterminata_. 

f 

jf,  e  fará  y* — ujfyy —         — 595 f*  — o  .  Prefo  per 

~~ 8  8  "~ zjtí 

primo  il  luogo  yy—fq  alia  parábola  ,  e  fatta  la  foftitu- 
zione  de*  valori  di  y* ,  e  di  jyy  ,  avremo  il  fecondo  luo- 
go puré  alia  parábola  qq — 11  fq — —  595^  ==  o  ; 

8  ~~8  156 

ma  poiché  la  parábola  data  é  del  parámetro  =  a  ,  po- 
tremo  fervirci  del  primo  luogo  prendendo  f-a  ,  e  peró 
fará  cfío  yy—aq,  e  foítituendo  il  valore  di/  nel  fecon- 
do (  giacché  non  eíTendo  data  la  ellifli ,  la  prima  inde- 
terminata  /  riguardo  alia  medefima  é  arbitraria  ) ,  fará 
eflb  qq — 1  igg  —  i$ay  —  5P$aa  =0. 
8  8  »;<s 

Si  moltiplichi  ora  il  primo  luogo  per  g  a  fine  d'in- 

1  j)  ,  \        Vi  Ü'J¿1  ,  V>  ~  51  8.  *  U pf I íílStíSD  J5XJU 

trodurre  la  feconda  indeterminata  g,  e  isxkgyy — agq  —  o9 

a 

il  quale  aggiunto  al  fecondo  dará  il  terzo  luogo 
qq — naq — i¿ay — 5950a -t- gyy  —  agqzzo,  all'elliffi. 

8  8  \¡6  a  * 

Per  coítruire  queíto  terzo  luogo ,  s'  avrebbe  a  defcri- 

vere 

Sf 
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veré  l'elliffi  MSQ  (  Fig.  104.)  coll'afíe  trafverfo 

SQ~=z  1/  Ji6aag+-  17  6agg+- 6$g*  +-  169a* ,  e  col  para- 
metro  =  2a  y/  Ji6aag-h  i-/6qgg+.6^g1  +-  169a* ;  ma.» 

poiche  in  eíTa  la  ragione  dell'aíTe  al  parámetro  é  quella 
di  g  ad  a  ,  e  deve  eífere,  per  la  condizione  data,  qaella 
di  b  ai,  fará  g  —  ab  ;  e  peró  foílituito  in  Iuogo  di  g 

il  fuo  valore,  ñ  defcriverá  1'ellhTi  MSQ  coll' affe  traf- 
verfo —  11/  *Ji6aabdd+-  \j6aabbd+- óqaab*  +-  ló'paad1  ,e 


col  parámetro  —  1 1/ 7i6aabddjr  \j6aabbdjt-  6^aab}+  it^aad*. 
Ora  dal  centro   C   prefa  CA  —  iiad_+Sabf 

■  i6d 

ed  abbaffata  dal  punto  ^  la  perpendicolare  .^B  —  , 

fe  dal  punto  B  ü  tirera  la  ÉR  parallela  all*  aíTe  SQ  , 
prefa  una  quaíunque  BR  —  q,  üirá  RM—y  ,  e  l'elliífi  il 
luogo  della  terza  equazione 

qq — i\aq —  \  %ay  —  Wiaa    gyy — agq  —  o  . 

8  8  ¿56'        '       a  - 

Al  vértice  B  >  aíTe  Bft,  col  parámetro  —a  ü  de- 
fcriva  la  parábola  MBM  dell'equazione  yy  —aqy  taglierá 
eíTa  1'elliíTi  ne' due  punti  M,  M;  dai  quali  condotte_. 

le 
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le  perpendicolari  RM  ,  RM  alia  rctta  B R  ,  faranno 
elle  le  due  radici  reali  della  propofta  equazione  . 

Imperciocché  ,  per  la  proprietá  dell*  elliífi  ,  fará 

SPXPQ  a  PM  9  come  1'aíTe  trafverfo  al  parámetro, 
ma  CP—  q — nad — Sab  ,  e  peró 


i6d 


i6d 


Ji6aabdd+- 

ijóaadbb^  óqaab*     itípaad*  +.  q — 

b 

Ji6aabdd+* 

176 aadbb  +-  óqaab 3  -h  lópaad*  — q+* 
b 

iód 

iiad+- 8ab , cd  in oltrc  P M—y — i$ad ,  adunque  avremo 

lód  16 b 

Tanalogia  7i6aabdd+-  17 r6 aabbd  +  6¿\aab*  +-  i6paad3 — qq+* 

z$ébdd 

iiadq*-  Sabq — 121  aadd  —  1  jógqbd  —  áqaabb 9yy — i^ady*- 

8d  z$6dd  %b 

\69aadd  11 1  ifí :  :b,  d ;  e  peró  1'  equazione 

%$6bb         d  b 

$9$aabdd  —  dqq+>  1  iadq+-  Sabq  =  byy  —  \%ady  *  ma  per 

z$6bd~  8  ~ 

Tequazione  alia  parábola,  hyy—aq\  foftituiti  adunque 
in  luogo  di  q  y  e  di  qq  i  loro  valori  yy  9  y  +  9  ed  ordina- 

a  na 

ta  Y  equazione,  e  dividendo  per  d  9  e  moltiplicando  i 
termini  per  aa  *  fará  y 4 — naayy — i$a*y  —  5P5#4  =0. 

Sf  2  Ma 
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Ma  per  la  foítituzione  fatta  di  z-=zay  abbiamo  2—7  (cf- 

7 

fendo/=  a  ) ,  dunque  fara  z + — 1  \aazz —  lja*z  —j95^  =0> 

8  8  ^S6 

che  é  1' equazione  ridotta  ,  alie  radici  della  quale  ag- 
giunto  ¿  ,  faranno  eíTe  le  radici  della  propoíh 
4 

x* — ax% — aaxx —  a% x — '2íj+  =  o,  il  che  ec. 
Era  íuperfluo  il  fare  tutta  queda  fatica  fopra  un' 
efempio  ,  che  di  natura  fuá  é  piano  ,  e  non  folido , 
eíTendo  la  propoíta  equazione  diviíibile  per  x-ha  ,  e_» 
per  x —  2a;  ma  fervirá  per  fare  vedere  1*  ufo  del 
método . 

202.  Le  equazioni  del  quinto ,  e  feíto  grado  fi  co- 
fíruiranno  per  mezzo  di  due  luoghi ,  cioé  uno  del  ter- 
zo  grado ,  e  l'altro  cónico . 

ESEMPIO  VI. 

Sia  1' equazione  x 5  +-  aax } — <j5  =  o.  Prendo  la  pa- 
rábola apolloniana  xx  —  ay9  e  fatte  le  foítituzioni ,  nafce 
il  fecondo  luogo  xyy  +-axy — a*— o  .  Nulla  fin' ora  íi  é 
parlato  della  coítruzione  de'  luoghi  fuperiori  alie  fezio- 
ni  coniche ,  effendomi  riferbata  a  trattarne  nel  feguente 
Capo,  perché  cosí  neceíTariamente  efígge  l'ordine;  per 

ora 
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ora  adunque  íi  fuppongano  ,  e  pero  defcritta  la  curva 
de'  tre  rami  MCH  ,  FE  ,  PATO  (  Fig.  105.  )  dell*  equa* 
zione  xyy  +-  xxy — a%zz.o  5  in  cui  le  AB  fono  le  x, 
le  B  C  le  y  ;  al  vértice  ^  ,  aíTe  A  L  y  parámetro  sí  b  fi 
defcriva  la  parábola  apolioniana  RAC  y  incontrerá  eíTa 
il  ramo  MCH  nel  punto  C  ,  e  pero  abbaíTata  la  per- 
pendicolare  CB  ,  fará  AB—x  la  radice  poiitiva,  e  realc 
delif  equazioñe  propofta  ,  e  l'altre  quattro  immaginarie. 
Volendoñ  coftruire  la  medefima  equazioñe  per  mezzo 
d'un'iperbola  fra  gl'afintoti ,  e  parimenti  per  un  luogo 
del  terzo  grado  ,  íi  faccia  xyzzaa  5  foftituendo  fara 
x J  +~  aax  —  ayy  —  o  . 

All'aíTe  A By  con  le  afiTiíTe  xAB  —  x  ,  e  le  ordinate 
BC~y  (  Fig.  106.)  fi  defcriva  la  curva  CAN ,  che  é 
il  luogo  deilf  equazioñe  xl  aax  —  ayy  —  o  5  e  fra  gl' 
afintoti  ABj  AG  fi  defcriva  l'iperbola  MCH  delt equa- 
zioñe xy~aa  ,  prefe  le  x  ful  medefimo  aíTe  AB;  ta- 
glierá  eíTa  la  prima  curva  nel  punto  C ,  da  cui  abbaf- 
fata  la  perpendicolare  CB  ,  fará  AB~x  la  radice  dell' 
equazioñe  propofla  5  il  che  ec. 

Moltiplico  ora  la  medefima  equazioñe  per  #  =  0,  a 
fine  di  ridurla  del  fefto  grado, ed  ó  x6  +-aax+-^- asxzzo. 
Prendo  il  medefimo  luogo  alia  parábola  xx  =  ay  ,  e  fat- 
ta  la  foftituzione ,  nafce  il  fecondo  luogo  y 3  +-  ayy  —  aax  =  o, 
che  é  la  curva  NBAM  (  Fig.  107.  )  ,  prefe  le  affifleL* 
AP~y  y  e  le  P  M~x. 

Col 
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.  Col  vértice  A,  all'  aíTe  AP ,  col  parámetro 
defcritta  la  parábola  apolloniana  AM  dell'  equazione 
xx— ay  ,  taglierá  eíTa  la  detta  curva  nel  vértice  A  ,  il 
quale  ci  dá  una  radice  x~o  ,  che  é  appunto  la  intro- 
dotta  nell' equazione  ,  la  taglierá  in  oltre  nel  punto  Af, 
ed  abbaíTata  la  perpendicolare  M  P  ,  fará  elfo  l'altra-. 
radice  dell' equazione  x6  ec. 

Volendofi  fervire  della  parábola   prima  cubica». 
x 3  ¿s  aay  ,  fi  faccia  la  foftituzione   nell'  equazione 
x'+aax* — asx—o,  e  nafce  il  fecondo  luogo 
yy*-xy — ax—o  all'iperbola  apolloniana. 

Sulla  indefinita  AP  (Fig.  108.)  íl  defcriva  il  trian- 
golo  A  CP  rettangolo  in  C,  ( fuppoilo  ,  che  l'angolo 
delle  coordínate  dell' equazione  yy+-xy — ax—o  íi  vo- 
glia  retto  )  e  fia  ACS  CP::  2,  i ;  al  centro  A ,  col  fe- 
midiametro  trafverfo  AF—a¿$>  col  parámetro  m  la 

íi  defcriva  l'iperbola  apolloniana  FM,  la  quale,  con- 
dona dal  punto  F  1' indefinita  FQ  parallela  ad  AC ,  e 
prefa  una  qualunque  FQ~x,  e  QM  parallela  a  CP 
eguale  adjp,  fará  il  luogo  dell' equazione yy+.  xy  —  ax  —  o. 
All'aíTe  FL  parallelo  a  PC  íi  defcriva  la  parábola  cubi- 
ca NFM  dell* equazione  x3=aay  ;  taglierá  eíTa  l'iper- 
bola nel  vértice  F ,  che  ci  dá  la  radice  x  —  o  ,  e  nel 
punto  Af,  dal  quale  abbaííata  la  perpendicolare  MQ 
fopra  FQ  ,  determinerá  eíTa  l'altra  radice  FQ  dell* equa- 
zione x6jr-aaxlt —  a%x~o.  Se 
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Se  la  noflra  equazione  aveíTe  avuto  il  fecondo  ter- 
mine ,  volendoíl  fervire  della  parábola  cubica  ci  farcbbe 
nato  un  fecondo  luogo  del  ter?o  grado,  qqindi  o  s'avreb- 
be  dovuto  fare  fparire  eíTo  fecondo  termine  5  Q  ferviríl 
d'altro  luogo, 

E  S  E  M  P  I  O  VIL 

Sia  l'equazione  del  fefta  grado  x 6  4-  ax 5  +-  a 5  x — a 6  =0. 
Prendo  il  luogo  alia  parábola  apolloniana  xx  ^ay .  Faite 
le  foftituzioni  5  fará  il  fecondo  luogo  y 3  -h  xyy  +•  aax — a 5  =0, 
che  é  la  curva  CBM  (  Fig.  109.  ),  prefe  le  affiíío 
A  P  ~y  j  e  le  ordinate  P  Mzz  x  . 

t  AI  vértice  Ay  col  parámetro  =  all*  aíTe  AP  fi  de- 
feriva  la  parábola  MAM delP equazione  xx^zay  ,  taglierá  eíTa 
la  detta  curva  ne*  due  punti  M,  M  9  dai  quali  condot- 
te  all'aíTe  le  perpendicolari  jtfP  5  MP,  faranno  eíTe  le 
due  radici  ,  una  pofitiva  ,  e  1'  altra  negativa  deli'  equa- 
zione propofta  x*+-ax*-h  a$x  —  a*zzq9c  le  altre  quat- 
tro  immaginarie  ; 

203 •  Le  equazioni  del  fettimo  grado  í]  coílruiran- 
no  per  mezzo  di  due  luoghi  del  terzo  ,  o  puré  con_, 
uno  del  fecondo,  ed  uno  del  quarto  9  ma  poiché  mol- 
tiplicandole  per  Y  incógnita  fi  riducono  all'  ottavo  ,  e 
quellc  dell'  ottavo  fimilmente  íi  coftruifeono  con  un 

luogo 
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luogo  del  fecondo  v,  e  l'altro  del  quarto,  mi  acconten- 
ter6  di  daré  un'efernpio  di  quelle  dell'ottavo. 


ESEMPIO  VIII. 

Sia  1' equazione  dell' ottavo  grado  x*  +« ax7 xs  — 
a%  —  o  .  Prefa  1' equazione  alia  parábola  apolloniana.. 
xx—ay3  e  fatte  le  foftituzioni  ,  nafce  il  fecondo  luogo 
y* xy*  aseyy — a*  — o  ,  che  é  la  curva  GBF  CMN, 
(Fig.  no.)  prefe  le  afliffe  JPzzy,  e  le  ordinate  P M—x. 

Al  vértice  A ,  parámetro  —  a ,  afle  AP  íi  defcriva 
la  parábola  apolloniana  MAN  dell'  equazione  xx—ayy 
incontrerá  efla  la  detta  curva  ne'  punti  M,  N  dai  quali 
condotte  le  perpendicolari  MP  ,  NQ  all'afle  ,  faranno 
eíle  le  due  radici  reali ,  Tuna  poíitiva,  e  l'altra  negati- 
va della  propofta  equazione  ,  e  le  altre  fei  immaginarie. 

204.  Qui  fi  deve  avvertire  ,  che  le  equazioni  del 
nono  grado  ,  ficcome  quelle  dell'ottavo  ridotte  al  no- 
no ,  col  moltiplicarle  per  1* incógnita,  íi  potranno  fem- 
pre  coíiruire  per  mezzo  di  due  luogi  del  terzo  grado  , 
faccndo  pero  fparire  il  fecondo  termine ,  quando  lo 
aveííero  i 

Cosí  generalmente  le  equazioni  del  décimo  grado 
ü  potranno  coflruire  per  mezzo  di  un  luogo  del  terzo, 
e  di  uno  del  quarto ,  e  fimilmente  quelle  dell' undéci- 
mo, 
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ítio  ,  e  duodécimo,  avvertendo  peró  di  ridurre  quelle  dell' 
undécimo  al  duodécimo  col  moltiplicarle  per  P  incógni- 
ta ,  e  di  fare  fvanire  dalle  equazioni  del  duodécimo  gra- 
do il  fecondo  termine,  quando  loabbiano;  e  proporzio- 
nalmente  s'intenda  delle  equazioni  di  grado  fuperiore. 

20*.  Un*  altra  maniera  di  coftruire  le  equazioni  di 
qualunque  grado  puó  eílere  per  mezzo  d'un  luogo  dello 
íleíTo  grado  dell'equazione  propofta  ,  e  d'una  linea  retra 
nel  feguente  modo. 

Sia  Tequazione  del  quinto  grado 

xs —  bx*+-  aex} —  aadxx  +■  a1  ex  —  ^4/-o, 

Trafportato  dall'altra  parte  1' ultimo  termine  ¿\f,epo- 
fto  uno  dei  divifori  linean  dell'  ultimo  termine  ,  per 
efempio,  f~z^  dividaíi  l'equazione  per  ¿z+ ,  onde_, 
avremo     z  zz  xs  —  bx*    acx 3  —  aadxx  +-  a1  ex  . 

a* 

Sull* indefinita  BQ,  dal  punto  fiílo  B  prendendo  le 
x,  (Fig.  ni.)  fi  deferiva  la  curva  BMDRNLFC  di 
queíV ultima  equazione  z—x$  ec. ,  faranno  le  ordinate 

a* 

PM,  SR  ec.  eguali  az,  e  peró  condotta  dal  punto 
B  la  retta  BA=f,  parallela  alie  ordinate  P  M  ,  SR  ,  e 
per  lo  punto  A  la  indefinita  KC  d'ambe  le  parti  ,  e  pa- 
rallela a  BQ  ;  dai  punti ,  nei  quali  eíTa  taglia  la  curva, 
abbaffate  le  perpendicolari  MP ,  RS,  CQ9  determine - 

T  t  ranno 
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ranno  efíe  le  aílifle  BP  ,  £S,  B£,  che  fono  le  radici 
dell' equazione  propofta  ;  inteadendo  le  pofitive  da  B 
verfo  Q  ,  e  le  negative  dalla  parte  oppofta  . 

Se  la  retta  AC  toccherá  la  curva  in  un  punto  , 
la  corrifpondente  afliíTa  x  efprimerá  due  radici  eguali ; 
e  fe  in  neíTun  punto  la  incontrerá ,  faranno  tutte  le  ra- 
dici immaginarie. 

Se  1' ultimo  termine  aveíTe  avuto  il  fegno  pofitivo, 
s'avrebbe  fatto  z~ — /,  e  petó  s'avrebbe  prefa  BA— — /, 
cioe  al  difotto  del  punto  B  nel  fenfo  dei  negativi  . 

206.  Puó  fervire  quefta  maniera  per  verificare  le 
coftruzioni  ,  che  fi  fauno  con  la  combinazione  di  due 
curve,  confrontando  il  numeró  delle  radici  reali  ,  imma- 
ginarie ,  pofitive  ,  e  negative  ritrovate  con  quelle,  e  con 
quefta . 


PROBLEMA  I. 

207.  Ritrovare  tra  due  date  quantita  ,  quante  medité 
geométricamente  p  oporzionali  Jl  vogliano  . 

Sieno  le  date  quantitá  a ,  b .  Chiamo  x  la  prima 
delle  medie  proporzionali ,  e  formo  la  progreífione  geo- 
métrica a  ,  x  ,  xx  ,  xj  ,  x^  ,  ec. 

a      aa    a1  a* 

Si 
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Se  ÍI  voglhno  due  medie  proporzionali ,  il  quar- 
to  termine  della  progreífione  dovrá  eíTere  b  ,  e  per5 
avremo  l'equazione  x^  —  aabx  per  coftruirla  colla  para- 
bola  ,  e  col  circolo  ,  la  riduco  al  quarto  grado  moltipli- 
candóla  per  xzzo  ,  ed  é  x+ — ^aabxzzo;  prefo  ii  luogo 
alia  parábola  xx  —  ayf  e  fatte  le  foftituzioni  ,  nafce  il 
fecondo  luogo  yy — bx~Q  ,  puré  alia  parábola  ,  da  cui 
fottraendo  il  primo,  nafce  il  terzojpy —  bx  —  xx  +~  ay—o^ 
all*  iperbola  ,  ed  aggiunto  il  primo  al  fecondo,  fará  fi- 
nalmente jy/ —  bx  +-  xx — ay  —  o  ,  luogo  al  circolo,  fup- 
pollo Vetto  Pangólo  delle  coordínate. 

Col  raggio  CG  zz  v  aa  +  bb  íi  defcriva  il  circolo 

z 

OMA  (  Fig.  ri2.  )  ,  c  prefa  CBzz\a  ,  íi  abbafli  la  per- 
pendicolare  BA  —  \b  ,  la  quale  incontrerá  il  circolo  nel 
punto  A  ,  da  cui  condotta  la  AQ  parallela  al  diámetro 
OG9  e  prefa  una  qualunque  porzione  AQ~y  ,  fará 
QM~x,  ed  il  circolo  il  luogo  dell'equazione  yy  —  bx  + 
xx  —  oy  =  o  .  Al  vértice  A ,  aíTe  AQ,  parámetro  —a  fi 
defcriva  la  parábola  xxzzay  ,  incontrerá  eíTa  il  circolo 
nel  punto  M ,  da  cui  abbaffata  la  perpendicolare  MQ, 
fará eíTa la radice  dell'equazione  propolla;  giacché  il  vértice 
della  parábola,  eíTéndo  nella  periferia  del  circolo,  mi  da- 
rá Paltra  radice  x~o  da  me  introdotta  ;  le  altre  due 
fono  immaginarie  . 

Prefa  la  prima  ,  e  la  feconda  equazione  fl  coílrui- 
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ra  il  problema  per  mezzo  di  due  parabole  apolloniane  ; 
prefa  la  prima,  e  la  terza,íi  coftruirá  il  problema  per 
mezzo  della  parábola  ,  e  dell'  iperbola  riferita  ai  dia- 
metri . 

208.  Senza  moltiplicare  l'equazione  xl —  aab  —  o 
per  x~o  ,  fi  poteva  coftruire  con  la  parábola,  e  hipér- 
bola fra  g?  afintoti ,  poiche  prefo  il  luogo  xx  —  ay^t^ 
fatta  la  foftituzione  ,  nafce  xy~ab  . 

Fra  gl'afintoti  NN,  QQ  (  Fig.  113.)  íi  deferiva^. 
T  iperbola  MM  dél  rettangolo  coíhnte  ab  ,  e  fieno  AP 
le  y  ,  P  M  le  x  ;  ali'aíTe  ,  col  vértice  A  ,  parame- 
tro  ~a  fi  deferí  va  la  parábola  ^ÍJlí,  dal  punto  M,  in 
cui  taglia  l'iperbola,  abbaíTata  l'ordinata  A/P,  fará  eíTa 
la  radice  del?  equazione  proporta  . 

Ritrovata  la  prima  delle  due  medie  proporzionali  , 
fi  á  anche  la  feconda  eguale  alia  aííiíTa  AP—y  —  xx  . 

a 

209.  Per  ritrovare  tre  medie  proporzionali  il  pro- 
blema é  piano  5  perché  ritrovata  geométricamente  quella 
di  mezzo  5  che  fia  per  efempio  m ,  la  media  fra  a  ,  ed 
m  fará  la  prima  delle  tre  ,  e  la  media  fra  m  ,  e  b  fará 
la  terza  . 

210.  Debbanfi  ritrovare  quattro  medie  proporzio- 
nali ,  adunque  dovrá  eíTere  b  il  feíto  termine  della  pro- 
greífione  ,  e  pero  fi  avrá  l'equazione  xs  =  a+b  . 

Pren  - 
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Prendo  il  luogo  alia  parábola  apolloníana  xx  —  ay9 
e  fatta  la  íoftituzione  ,  nafce  il  fecondo  xyy —  aab  —  o  , 
che  é  hiperboloide  del  terzo  grado.  E  peró  fra  ghafm- 
toti  QQy  RR  defcrivaíi  hiperboloide  MN9  mn  delhe- 
quazione  xyy — aab  9  (  Fig.  114.  )  prefe  le  afliíTe  AP—y9 
e  le  PM~x  .  Ora  defcritta  al  diámetro  AQ  ^  verdeo 
A  la  parábola  delhequazione  xx  —  ay  9  e  dal  punto  M  9 
in  cui  incontra  hiperboloide  ,  abbaííata  hordinata  MP9 
fara  efla  la  radice  delh  equazione  x%  —  ^bo5  e  la_. 
prima  delle  medie  proporzionali  9  che  fi  cercano,  per 
mezzo  della  quale  íi  trovano  le  altre. 

21  i.  Anche  per  mezzo  delh  iperbola  apolíoniana^ 
fra  ghafmtoti ,  e  della  feconda  parábola  cubica  ii  puó 
coílruire  il  problema. 

Si  faccia  adunque  aa  —  xy  9  luogo  alh  iperbola  fud- 
detta  9  e  íoftituito  in  luogo  di  a+  il  valore  xxyy  9  nafce 
il  luogo  x*  =  byy  9  feconda  parábola  cubica  . 

AlhaíTe  AQ  (  Fig.  115.)  fi  defcriva  la  feconda  pa- 
rábola cubica  RAN  9  in  cui  le  AQ  fono  le  x  9  e  le 
QN  le  y  ;  e  fra  ghafmtoti  ST9  MQ  defcritta  hipérbo- 
la NN9  ed  abbaííata  dal  punto  N  9  in  cui  incontra  la 
parábola,  la  ordinata  NQ  ;  fara  AQ  la  radice  delhe- 
quazione  propofta  ,  cioé  la  prima  delle  quattro  medie 
proporzionali  . 

212.   Per  ritrovare  cinque  medie  proporzionali  il 

pro- 
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problema  non  é  fe  non  cubico,  imperciocché  ritrovata 
quella  di  mezzo  geométricamente  ,  che  fia  per  efempio 
m ,  per  avere  le  due  medie  fra  a ,  ed  m  il  problema  é 
cubico ,  come  fi  é  veduto  . 

Per  poca  attenzione  ,  che  fi  uíl ,  é  facile  a  vede- 
re,  che  il  problema  di  ritrovare  fei  medie  proporziona- 
li  fi  coftruirá,  o  con  un  luogo  del  fecondo ,  ed  uno  del 
quarto  grado  ,  o  con  due  del  terzo  ;  ma  per  averne 
fette  ,  ritrovata  quella  di  mezzo  ,  il  problema  fi  riduce 
a  cércame  tre  ,  e  cosí  difcorrendo  fi  vada  di  numero 
maggiore . 

PROBLEMA  II. 


213.  Date  le  due  cor  de  B  A ,  D  G  del  circolo  A  B  C  D , 
(  Fig.  116.  )  che  partono  dall'  efl¡  emita  del  diámetro  BD  , 
e  data  la  terza  corda  A  C  ,  fi  dimanda  il  diámetro  B  D 
del  circolo  . 

Si  conduca  la  corda  BC,  e  fi  chiami  AB  —  a  , 
AC—b,  DCzzc,  il  diámetro  BD  —  x  ,  e  fi  abbafli  la 
perpendicolare  BM  fulla  corda  AC.   Poiché  l'angolo 

BCD  nel  femicírcolo  é  retto  ,  fará  B  C—  V xx  — ce  , 
e  perché  gli  angoli  B  AC  s  BDC  infiílono  al  medefi- 
mo  arco  BC,  e  di  piü  gl* angoli  M,  e  BCD  fono  ret- 
ti  ,  faranno  fimifi  i  due  triangoli  BCD,  BAM  ,  quin- 

di 
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di  fará  AM—ac  ;  ma  per  la  decimaterza  del  fecondo 

X 

d'Euclide,  é  BCziAB+-AC<-~zCAM,  adunque  fara 
l'equazione  xx —  cc—aa*-bb  —  labe,  cioé 

x 3  —  ccx  —  aax  —  bbx  -h  labe  52  o  . 

La  mokiplico  per  a;,  a  fine  di  ridurla  del  quarto 
grado ,  e  cosí  coílruirla  per  mezzo  della  parábola  ,  e 
del  circolo  ;  ed  é  #4 —  ccxx  —  aaxx  —  bbxx  +-  labex ~ o. 

Prefo  adunque  ii  luogo  alia  parábola  ,  che  abbia  per 
parámetro  la  minore  delle  tre  corde  ,  che  fia  per  efetn- 
pió  c  ,  cioe  prefa  xx~  cy  ,  e.  fatta  la  foftituzione ,  na- 
fce  il  fecondo  luogo  yy —  ccy  —  aay —  bby     labx  =0  9 

c  c 

che  é  puré  alia  parábola  ,  a  cui  aggiunta  la  priman 
equazione  xx  —  cy  —  o9  avrem'o  finalmente  il  luogo  al 
circolo  ,  prefe  le  coordínate  in  angolo  retto  , 

yy  —  iccy  —  aay  —  bby  +*zabx<*r  xx  —  o, 

~  c  c 

Al  raggio  AC—  Vaabb-i-ccmm  (  facendo  per  bre- 
vita  m  —  2cc^aa^bb)  fi  deferiva  il  circolo  AMBP  , 

2C 

e  prefa  (  Fig.  117.  )  CD^m  ,  fi  erigga^  dal  punto  D 
la  perpendicolare  DE~ab^,  che  terminerá  nella  perife- 

c 

ría 
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ría  del  circolo  nel  punto  E  ,  e  condotta  la  EQ  indefi- 
nita parallela  al  diámetro  AB  ,  prefa  fopra  di  cíTa  una 
qualunque  EL— y,  fatá  l'ordinata  corrifpondente  L M=zx3 
ed  il  circolo  il  luogo  del?  equazione .  Al  vértice  E9  affe 
EQ,  parámetro  zc  fi  defcriva  la  parábola  dell'equa- 
zione  xx^cy  ;  taglierá  e(Ta  il  circolo  col  vértice  nel 
punto  E  ,  che  mi  da  la  radice  x  =  o  da  me  intro- 
dotta  .  Lo  taglierá  in  oltre  ne'  tre  punti  M ,  N> 
p  ;  da'  quali  abbaíTate  alia  retta  EQ  le  perpendicolari 
MLj  NR9  PQ,  faranno  eíTe  le  tre  radici  deil'equa- 
zione  x 3  —  ccx  —  aax  — bbx  +•  zabx  =  o  ,  due  poíitive  , 
ed  una  negativa  .  La  prima  pofitiva  ML  non  ferve  per 
■quefto  problema  ;  imperciocché  ,  fuppofta  y  zz  c  ¿  fará 
nella  parábola  x  —  c  ,  e  nel  circolo 

x  —  —  ab+*  y/  aabbi-bb+r  aa+-  ce  ,  ma  quedo  valore  di 

c  ce 

x  relativamente  al  circolo  é  maggiore  di  c ,  fe  le  due 
corde  a  ,  b  non  fono  eguali  tra  loro ,  ed  é  eguale  alia 
c,  fe  le  due  corde  a  ,  b  fono  eguali ,  quindi  il  punto 
nella  parábola  ,  che  corrifponde  alP  aíTiíía  —  c  ,  o  cade 
in  M ,  o  cade  dentro  del  circolo  ;  adunque  ML9  o  é 
minore  di  c  ,  o  al  piü  ad  eíTa  eguale ,  e  pero  neceíTa- 
riamente  minore  di  ciafeuna  delle  corde  a  ,  b ,  ed  iiu. 
co^feguenza  non  potra  eiTere  diámetro  del  circolo  . 
La  feconda  radice  pofitiva  RN  ci  fomminiftra  il 

ri- 
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ricercato  diámetro  ;  la  negativa  Q  P  ci  fornifcc  il  diá- 
metro per  un'altro  cafo  ,  cioé  quando  le  due  corde_>  , 
che  terminarlo  al  diámetro  ,  fieno  condone  dalia  mede- 
íima  parte,  come  nella  Fig.  118.  Imperciocché  ,  fatte_, 
le  íleíle  cofe  di  fopra  ,  íi  conduca  in  oltre  la  corda»* 
AD;  eíTendo  retto  l'angolo  DAB,  faranno  i  duc, 
DAC,  MAB  eguali  ad  un  retto,  ma  fono  puré  egua- 
li  ad  un  retto  i  due  MAB  ,  MBA  ,  adunque^ 
MBAzzDAC-CBD  ,  perché  infidente  ful  medeíimo 
arco  DC;  quindi  fimili  i  due  triangoli  CBD9  MBA  9 
e  peró  MA—ac  ,  ma  per  la  duodécima  del  fecondo 

X 

d'Euclide  (Tb  =  CA^Fa^  iCAM ;  adunque  fará  Pe- 
quazione  xx  —  ce  zz  bb  -h  aa  +-  labe ,  cioé  x 3  —  ccx  —  bbx — 

X 

aax — 2^=0  ,  la  di  cui  coftruzione  é  la  fteíTa  dell' 
antecedente,  a  riferva,  che  per  eíTere  ora  negativo  l'ulti- 
mo  termine,  fi  dovra  condurre  DE  (Fig.  117.)  in  fenfo 
negativo,  per  lo  che  I'aiTe  della  parábola  fará  al  di  fotto 
del  diámetro  del  circolo  ,  e  le  due  radici  poíitive  nel 
primo  cafo  fono  negative  in  quefto  ,  e  la  negativa  di- 
yiene  politiva  . 

E  perché  manca  nell'una,  e  nell'akra  equazione 
il  fecondo  termine  ,  ne  viene  ,  che  le  due  radici  pofi- 
tive  nel  primo  cafo  fono  eguali  alia  negativa  ,  e  la,, 
pofitiva  nel  fecondo  é  eguale  alie  due  negative  ,  onde 

Vu  ü 
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fi  fcopre ,  che  la  prima  delle  tre  radici ,  la  quale  non 
da  foluzione  alcuna  del  problema ,  ad  eíTo  peró  in  cer- 
to  modo  appartiene  in  quanto  ,  che  é  la  difFercnza  de' 
due  diametri . 

PROBLEMA  III. 

214.  Dato  il  rettangolo  ACDB,  ritrovare  nel  lato 
prodotto  AG  (  Fig.  119.  )  il  punto  E  tale  ,  che  condona^, 
dair  angolo  B  la  retía  B  E  ,  fia  V  intercetía  E  F  eguale  ad 
una  data  retía  linea  c  . 

Quando  in  luogo  del  rettangolo  ABDC ,  fia  dato 
un  quadrato  ,  il  problema  é  piano  ,  ed  é  trato  fciolto 
nel  Capo  IV.  num.  1J6, ,  ma  fuppofto  ABDC  rettan- 
golo ,  muta  natura ,  ed  é  folido  ,  Chiamata  perianto 
ABzza  ,  BDzzb  ,  DFzzx  ,  e  ripetuto  lo  fteíTo  difcor- 
fo  del  citato  luogo  ,  fi  á  l'equazione  del  quarto  grado 

—  zax i  +■  aaxx  —  zabbx  +>  aabb 

+~  bbxx  zz  o . 

—  ce  xx 

Per  coftruirla  con  un'iperbola  fra  gl'afintoti  ,  e  con  il 

circolo,  pongo  abzzzx,  e  fatte  le  foftituzioni ,  nafce  il 

fecondo  luogo  al  circolo 

xx  —  zax  +-  aa  —  ibz  +•  zz 

+-  bb  zzo. 

—  ce 

Fra 
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Fra  gl'afintoti  BA,  BD  íí  deferí  va  l'iperbola  OM 

dell'equazione  zx  —  ab9  che  pafferá  per  [1°  punto  C; 

prefa  una  qualunque  afíiíTa  BP,  BN  ce.  —  z  ,  fará  l'or- 

dinata  PO,  NM  ec.  =  #  .  Al  centro  C  ,  col  raggio 

eguale  alia  data  retta  c  fi  deferiva  il  circolo  OMF9 

che  fará  ii  luogo  dell'equazione 

xx —  2ax  +-  aa — •  zbz  +•  zz 

+-bb  =0. 
—  ce 

Da'  punti  O,  M,  nei  quali  queíto  taglia  l'iperbo- 
la ,  abbaíTate  le  perpendicolari  O  P  ,  MN ,  efle  faranno 
le  due  radici  pofitive  dell'equazione  ;  la  minore  fervirá 
per  il  problema  nel  cafo  propofto  dell'  angolo  BAC , 
la  maggiore  per  1*  angolo  ACf.  E  fe  la  data  retta  c  é 
tale  ,  che  il  circolo  non  arrivi  a  tagliare  la  oppoíla_- 
iperbola  mo  ,  l'altre  due  radici  fono  immaginarie  ;  che 
fe  la  taglia ,  faranno  negative  reali ,  e  ferviranno  per 
l'angolo  ACD  . 

PROBLEMA  IV. 

215.  Dividere'in  tre  partí  eguali  un  dato  angolo 
FCB,  (Fig.  120.)  o  fia  arco  FAB  . 

Siano  H ,  I  i  punti ,  che  fi  cercano  ,  della  divifio- 
ne  ,  adunque  dovranno  eíTere  eguali  le  corde  FH  , 
HI,  IB,  ed  eíTendo  dato  l'arco  FAB ,  fará  data  la_. 

Vu  2  corda 
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corda  FB  ,  che  fi  chiami  =  2/,  e  condotto  il  raggio 
CJ~r  perpendicolare  ad  FB,  che  la  taglierá  per  me- 
ta  in  D  ,  taglierá  puré  per  metá  anco  la  corda  HI ,  e 
fará  nota  CD3  che  pongo  =a  ;  condotto  il  raggio  CK 
perpendicolare  aCi,  e  dal  punto  H  abbaíTata  la  HL 
nórmale  a  CK  ,  fi  chiami  CL-zy  ,  fará  ,  per  la  pro- 
prieta  del  circolo,  HL  —  V  yy — yy  ,  e  condotto  il  rag- 
gio CH ,  perla  fimilitudine  dei  triangoli  HLC,  CDE> 
avremo  DE—    ay    .  Ma  poiché  l'angolo  FHC  deve 

l/rr  yy 

effere  eguale  all'angolo  CHI,  per  la  condizionc  del 
problema,  e  CHI-CED  ,  per  le  par  alíele  FS ,  H7, 
e  CEDzzFEH,  dunque  FHC  =  F£H,epeió  FEzzFH, 
ma  FH—HI-iy  ,  dunque  FE  —  zy,  e  tutta  la  FD 
fará  —2^.+     «y    ,  ma  FD=f;  dunque  27  +-    «y  =:/, 

e  togliendo  l'afimmetría  ,  fará 

y 4  — fy 3 "H-$b'  +■  aayy — rryy — ^r =o,  cioé  ( ef- 
4  4 

fendo    ít      +•  aa  )  _y 4 — fy 5  —  jjrirj^  *"frry  —ffrr  —  o  , 

4  ~T~ 
equazione  del  quarto  grado  ,  la  quale  colle  maniere  giá 
fpiegate  ÍI  potrá  coftruire  ,  fervendofi  di  que'  luoghi 
conici  ,  che  piíi  piaceranno  .  Ma  queíV  equazione  é  di- 
vifibile  per  y — /,  ed  il  quoziente  é  l'equazione_* 
yi  —  yny  +.frr  —  o  ,  che  voglio  coftruire  colla  parábola  , 
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c  Piperbola  fra  gl'aiintoti ;  faccio  adunque  yy—rz  ,  fáfel^ 
fatta  la  foftituzione  a   zy —  ^ry^frzzo^  equazione  all* 

iperbola  • 

Sia  (F/g.  121.)  ARzz\r  9  ed  ^5=7/;  prodotte 

indefinitamente  dall'una  ,  e  dali'altra  parte  te  AR ,AB  ^ 
fra  eíle  come  afintoti  fi  defcriva  V  iperbola  TP  tp  9  che 

paíTerá  per  lo  punto  O  ;  indi  prefa  h  RCzz-r  3  e  dal 

punto  C  condotta  la  Cl  indefinita,  e  parallela  ad  ALy 
fe  íi  prenda  una  qualunque CI=y,  fará  1P  —  z¡ el* iperbola 
il  luogo  delP equazione  zy — 377 4-  fr^o  .  Al  vértice  C¿ 

4  4 

diámetro  CM>  parámetro  ~r  fi  defcriva  la  parábola-. 
NCH  ,  táglierá  queíla  P  iperbola  nei  tre  punti  T,P,N, 
dai  quali  condotte  le  TS  ,  NAf  parallele  ad  <áL, 

faranno  eíTe  le  tre  radici  dell'  equazione  • 

E'  chiaro,  che  la  parábola  taglia  hipérbola  TP  nei 
punti  T9  P,  poiché  eíTendo  CRzzr,  porto  quefto  va- 

4 

lore  in  luogo  di  z  neli*  equazione  alia  parábola  yy  —  rz9 
ci  da  y  —  \r  ,  ma  ~  r  é  fempre  maggiore  di  ~f,  adun- 
que l'ordinata  nella  parábola  corrifpohdente  al  punto  R 
fará  maggiore  di  R  O  ,  e  pero  la  parábola  paíTerá  al  di 
dentro  dell' iperbola. 

Ma  giacché  é  dato  il  circolo  nei  problema,  torne- 
ra 
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ra  molto  meglio  il  fervirfi  di  queíto  per  la  coftruzione , 
coli'introdurlo  prima  digiungereall'equazione  finale,eció 

col  porre  la  linea  HL  (Fig.  120.),  cioé  [/rr — yy  ~z  ;  fará 
adunque  DE~ay  ,  c  DFzziy  +~ay  ,  e  peró  l'equazione 

z  z 

ty-^ay—f,  cioé  zyz-^-ay-fz,  luogo  all' iperbola  fra- 

z 

gl'afintoti  . 

Divifa  per  metá  la  DF  in  P,  (  Fig.  122. )  per  lo 
punto  Pt  íi  conduca  la  indefinita  PN  parallela  ad  AC9 
e  prefa  QO~\ay  per  lo  punto  O  fi  conduca  in- 
definita, e  parallela  a  KC .  Fra  gl'afintoti  PN,  V  a  fi 
,  defcriva  1' iperbola  del  rettangolo  af,  la  quale  pafferá 

per  lo  punto  C,  e  prefe  le  y  fulla  linea  C£  pofitive_¿ 
veríb  il  punto  K  ,  le  corrifpondenti  ordinate  faranno 
z  5  e  1*  iperbola  il  luogo  dell'equazione  2zy  +  ay — fz  —  o, 

Taglierá  quefta  il  circolo  ne'  quattro  punti  H,  R9 
M,  S,  dai  quali  condotte  perpendicolari  ad  AC  le  HX , 
RG,  MY,  ST ,  faranno  eífe  le  radici  dell' equazione_* , 
tre  pofitive  HX,  RG  ,  Af  Y  ,  ed  una  negativa  ST . 

E'  chiaro  ,  che  la  radice  HX ,  o  íia  CL  ferve  per 
la  divifione  del  dato  arco  F AB  \  ficcome  la  radice  YM 
ferve  per  la  divifione  del  refiduo  FMB  a  tutto  il  cir- 
colo ,  imperciocché  fe  mi  fofli  propolla  di  dividere  l'ar- 
co  FMB y  avrei  avuta  la  medefima  equazione,  o  fia  il  me- 
ttefimo  luogo  . 

La 
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La  radice  ÍG  a  nulla  ferve  ,  ma  fi  avverta  pero  , 
che  ella  é  zzf,  cioé  quella  9  per  cui  é  divifibile  i'equa- 
zione  ,  che  rifulta  dai  due  luoghi  rr — yy  —  zz,  zzy 
ay — fz  —  o  ,  cioé  i'equazione  folicja  ritrovata  di  fopra^ 
y*— fy%  ec. 

E  per  dimoftrarlo  ,  prefa  Ocoz:  l-a~OQ,  fara  l'or- 
dinata  corrifpondenre  del  circolo  GR—f>  ma  coG=: 
P  D  —  ~f,  dunque  &R  —  ~f;  ma  il  rettangolo  cortante 
dclP  iperbola  c  af,  dunque  1' iperbola  taglierá  il  circolo 

4 

nel  punto  R  y  e  peró  la  radice  RG  corrifpondenre 
quefio  punto  b  —f. 

V  altra  radice  TS  ferve  per  la  divifione  in  tre  par- 
tí eguali  di  tutto  il  circolo  5  il  che  fi  puó  in  queílo  mo- 
do dimoftrare  ♦ 

Poiché  FDzzRG  ,  faranno  eguali  gl*  archi  F  K , 
K R ,  e peró  prodotta la  R  G  in  Z,  fará  Vareo  FAB  —  R  MZ, 
fara  adunque  Ffí  ,  o  fia  B  Z  meta  della  differenza  dei 
due  archi  FAB  ,  FMB  ;  ma  fe  fi  feioglierá  il  problema 
relativamente  all*  arco  jBZ,  íi  trovera  la  fteíFa  iperbola 
HCS ,  e  fara  ZS  un  terzo  dell'arco  BZ  ,  cioé  un  ter- 
zo della  meta  della  differenza  degl' archi  FAB  ,  FMB, 
e  pero  B5  un  terzo  della  detta  differenza  ;  ma  HB  é 
due  terzi  di  FAB  ,  e  pero  un  terzo  della  fomma  dei 
due  archi  FAB  ,  RMZ  ,  dunque  la  fomma  di  HB  ,  e 

BS, 
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ES,  cioé  Parco  HS  fará  la  terza  parte  di  tutto  il  cir- 
coló  ,  il  che  ec. 

216.  Quefto  Problema  é  ñato  fciolto  in  unf  altra^ 
maniera  al  num.  iip.  ,  e  fi  é  veduto  ,  che  nei  cafo  , 
che  il  dato  angolo  fia  retto  il  Problema  é  piano .  NegP 
altri  due  cafi  delP  angolo  ottufo  ,  ed  acuto  fono  giunta 
alie  due  equazioni  cubiche  ibx1  —  $aaxx  -h  a*  —  o  , 
zbx*  -h  ¿aaxx — a*  =  o  . 

Ma  fe  fi  rifletta  ,  che  prefa  nella  prima  equazione, 
che  ferve  per  Pangólo  ottufo,  la  x  negativa  ,  fi  muta^» 
eíTa  nella  feconda ,  che  ferve  per  Pangólo  acuto,  batie- 
ra cofiruire  P  equazione  del  primo  cafo  ,  poiché  la  ra- 
dice  negativa  di  quefto  dará  la  foluzione  per  Paitro. 

Moltiplico  adunque  la  prima  equazione  per  x~o, 
a  fine  di  ridurla  del  quarto  grado,  e  la  divido  per  ib, 
fará  cíTa  perianto    x* — ^aax*  +-a*x  =  0. 

%b  ib 

Prendo  P equazione  alta  parábola  xx — $aax  zzay  , 
e  fattóné  il  quadrato  ,  fará  Af4 —  laax*  +-9a*xx  zzggyy  , 

zb  íóbb 

onde  foftituito  in  luogo  dei  primi  due  termini  x+ — $aax* 
il  loro  valore  ,  fará  yy —  yaaxx  -h  aax  =0  . 

1 6b b         2  b 

Softituifco  in  luogo  di  xx  il  fuo  valore  ay  +-  ^aax  , 

ed 


1 
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ed  ó  l'equazione  yy — pa^y —  27a*  x  +•  aax  =0  ,  a  cui 

l6bb       64b*"  ib 
aggiunta  la  prima  xx — 2  aax —  ay  zio  ,  íará  finalmente 

~ 

yy — pa%y —  2ja*x  4-  aax  +-  xx  —  %aax  —  ay —o  ,  equa- 

\6bb       64b1    ,  zb  4& 
zione  al  circolo  ,  prefe  le  coordínate  in  angolo  retto  . 

Al  raggio  CG  —  Vmm  +.  nn  (  fatta  per  brevitá 
2m  —  s>a'+-  i6abb  ,  e  2n  —  27a* +-  \6aabb  )  íi  defcfiva_. 

\6bb  <Í4b~ 
il  circolo  MNH ,  e  prefa  CD-m,  (  Fig.  125.  )  fi  con- 
duca  dal  punto  D  la  D^í  perpendicolare  a  CD  ,  ed 
eguale  ad  n  >  che  íncontrerá  nel  punto  A  la  periferia^ 
del  circolo  ;  per  lo  punto  A  fi  tiri  AK  parallela  ad  RG, 
prefa  una  qualunque  AK—y,  fará  la  corrifpondente_* 
ordinata  KH~x ,  ed  il  circolo  il  luogo  dell'equazione. 

Sulla  retta  AD  íi  prenda  ^J=3aa,  e  per  lo  pun- 

TT 

to  í  condotta  L 0  parallela  ad  AK  ,  fe  ne  prenda  la_. 
porzione  IL  —  pa3  ,  ed  al  vértice  L  ,  aíTe  LO,  parame- 

tro  =  ¿  ,  fi  defcriva  la  parábola  apolloniana  ALH  ; 
prefe  dal  punto  le  afíiíle  y  full'aíTe  AK  ,  faranno  le 
corrifpondenti  ordinate  KHzzx  ,  e  la  parábola  il  luogo 
dell'equazione  xx  —  ^aax—ay,  la  quale  incontrerá  il 

X  x  circolo 
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circolo  nei  quattro  punti  A,  M,Ha  N;  il  punto  A  mi 
da  la  radice  da  rae  introdotta  eguale  a  zero ,  e  le  tre 
perpendicolari  QM9  PN,  KH  alia  JK  mi  daranno  le 
tre  radici  delPequazione  .  La  prima  QM  pofitiva  fervirá 
per  Pangólo  ottufo  ;  la  feconda  negativa  PN  per  Pan- 
gólo acuto  ;  la  terza  K  H  fervira  per  dividere  in  tre_» 
parti  eguali  Pangólo  ,  che  é  la  differenza  tra  Pangólo 
dato  ,  e  Pangólo  retto  . 

E  che  ció  fia  vero ;  ña  ( Fig.  123. )  Pangólo  dato 
MAB  ,  ad  AB  fia  perpendicolare  AH ,  e  fi  vogtia  di- 
videre in  tre  parti  eguali  Pangólo  MAHy  differenza  fra 
il  dato  MAB,  e  Pangólo  retto  HAB,  Si  fupponga». 
eíTer  divifo  dalle  rette  AJO ,  AD  ,  ripetuto  il  difcorfo 
del  num.  no.,  fará  AC—CD,  ed  il  triangolo  ACH 
fimile  al  triangolo  D  AH  ,  e  pero  II  avrá  1* analogía 
CH,  HAr.HJ,  DH , 

Denominando  adunque,  come  nei  citato  num.  no., 
AB  —  a  ,  BR  —  b  ,  e  chiamata  B  C~x,  fará  RC—x —  b, 

BH~aa,CH-x — aa ,AR~  f/aa—bb,HAzz a  [/aa — bb, 

T  b  ~~b 

A  C—  p/aa  +  xx  —  2bx ,  D  H=  x — 'aa+-  f/aa+~  xx—ibx , 

T 

e  peró  foftituiti  nelP  analogía  i  valori  analitici  ,  fará 
x — aa ,  a  y'aa — bb : :  a  ¡/aa — bb,  x — aa-h  ¡/'aa*  xx — ibx, 

T  T  b  b 


cioé 
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aa_X  aa—bbzzx — aa_  X  * — aa+  ^aa-^xx —  ibx  ,  la 

bb  b  T 

quale  ridotta,  e  finalmente  divifa  per  aa  — bb  fi  trova  eílere 

ibx1 —  $aaxx  +■  a*~o  ,  che  é  appunto  l'equazione,  che 
íi  á  coítruita  . 

Oltre  gl'angoli  minori  di  due  retti ,  che  infiftono 
ad  archi  minori  del  femicircolo  ,  e  che  Entranti  s'ap- 
pellano  dagli  Architetti ,  fi  danno  puré  degl'  angoli  mag- 
giori  di  due  retti  ,  che  infiítono  ad  archi  maggiori  del 
femicircolo ,  e  che  fi  chiamano  Salienti .  Si  coníideri , 
come  pofitiva,  la  inciinazione  delle  due  linee  AB,  AM, 
(Fig.  124.)  che  mira  verfo  C5  negativa  quella  ,  die- 
ron-a verfo  D .  Sino  a  tanto  ,  che  la  inciinazione  delle 
due  linee  AB  ,  AM  fará  pofitiva  ,'e  mirerá  verfo  C, 
V  angolo  MA  B  fará  entrante ,  minore  di  due  retti  ,  ed 
infifterá  ad  un*  arco  jB  CM  minore  del  femicircolo .  Se  le 
due  linee  AiB ,  AzM  formeranno  una  linea  retta_, 
2BiM9  1' inciinazione  fará  nulla  .  Ma  fe  1' inciinazione 
diverrá  negativa,  piegando  le  linee  A$B,  A$M  dalla 
parte  di  D ,  allora  1' angolo  iMA$B  fi  trasformerá  in 
faliente  ,  maggiore  di  due  retti ,  ed  infifterá  ad  un' arco 
3MC3B  maggiore  del  femicircolo.  La  trifezione  adun- 
que  di  un  qualunque  angolo  dato  puó  anco  richiederfi 
di  angolo  faliente  . 

Xx  *  Ora 
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Ora  fi  confideri ,  che  infiftendo  la  linea  A  B  fopra 
la  linea  MAE  ,  (  Fig.  123. )  mentre  fi  forma  l'angolo 
M A  B  ,  nafeono  di  confeguenza  altri  tre  angoii  ,  cioé 
1' entrante  BAE,  che  unito  al  parimente  entrante  dato 
MAB  compie  i  due  retti ,  ed  i  falienti  MAB,  BAEa 
che  uniti  ai  corrifpondenti  entranti  compifeono  i  quat- 
tro  retti . 

Le  tre  radici  perció  della  noftra  equazione_» 
ibx3  —  "$aaxx+  a*— o  fervono  a  tripartiré  tutti  e  quat- 
tro  i  raentovati  angoli .  Col  mezzo  della  piü  piccola 
pofitiva  fi  divide  in  tre  parti  eguaii  1'  angolo  ottufo 
MAB  ,  e  col  mezzo  della  negativa  l'angolo  acuto  BAE, 
come  fi  é  veduto  ;  ma  ii  é  altresi  veduto ,  che  la  mag- 
giore  poíitiva  ferve  per  l'angolo  MAH9  ora  quefte— 
appunto  ferve  altresi  per  tripartiré  ambedue  i  falienti 
MAB  ,  BAE  .  E  vaglia  il  vero  :  l'angolo  faliente  BAE 
fi  eguaglia  a  tre  retti  piü  l'angolo  MAH;  la  terza 
parte  adunque  dell' angolo  faliente  BAE  dovra  efiere 
eguale  ad  un  retto  piü  la  tetza  parte  dell' angolo  MAHS 
e  tale  fi  é  l'angolo  CAB  .  Non  altrimenti  l'angolo  fa- 
liente MAB  equivale  a  tre  retti  meno  l'angolo  MAH, 
o  fia  hAE,  e  confeguentemente  cAB  fará  la  fuá  ter- 
za parte,  íiccome  eguale  al  reno  h AB  meno  l'angolo 
hAc  terza  parte  dell' angolo  hAE. 

217.  Se  per  dividere  il  dato  angolo  in  tre  parti 
eguaii, mi  foíTi  íervita  del  Problema  XIII.  num.  io8.,farei 

giunta 
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giunta  all' equazione  x *  — •  %bxx  —  $rrx  +-brrzio9  e  mul- 
tiplicándola per  #:=o,  x+ — $bx* — $rrxx  +-bnx  =:o  . 
Quindi  prefo  il  luogo  alia  parábola  xx —  $bx  =  by  3  e 

-  fatto  il  rimanente  al  folito  ,  íí  avrá  un'  altro  luogo  al 
circolo  ,  prefe  le  coordi  nate  in  angolo  retto  ,  cioé 

yy — 2<>b 3 y — iqbrry —        x —  tSbrrx  -h  xxzzq. 
Ybl       '  2bb    "  rt 

Deícritti ,  e  combinati  quefli  due  Iuoghi  ,  mi  da- 
ranno  la  fteíTa  coílruzione  della  Figura  125.,  dl- 
verfa  folo  nelle  quantita  cognite  ;  imperciocché  Cara  in 

queflo  calo  il  raggio  del  circolo  CG  =  i/mm  +  nn  (  falta 

per  brevitá  2/»=  26b 1  +~         ,  e  2n^i9b%    *8brr  ) , 

%Tb     ~~  zbb  1 

e   fará   CD  —  26b1  +.  2<\brr  ,   DA  =  39b*  +-  28¿rr  , 

lObb    )    T  T 
AIzz$b  3  ed  ILzzpb  • 
4  16 

218.  Dallo  fleíTo  Problema  íi  á  !a  maniera  genéra- 
le per  dividere  un  qualunque  dato  arco  3  o  angolo 
quante  fi  vogliano  parti  eguali  ;  coíicché  per  dividerlo 
in  cinque  parti  eguali ,  íl  á  l'equazione 

5r  +  Af — lorrx*    xs  zzb  y  cioé 
r+ —  xorrxx  +• 
x$ —  *¡bx* —  lorrx 3  -h  lobrrxx  4-  5r4# —  ¿r4~o  . 
Per  coftruirla  ,  prendo  il  luogo  alia  parábola  apollonia- 

na 
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na  xx— ry  ,  e  fatte  le  foftituzioni  ,  nafce  il  fecondo  del 
terzo  grado 

xyy — ¿byy — lorxy +•  lobry  +-  ¿rrx —  brr~of 
cioé    x  =  ¿byy  —  i  obry    brr  . 

yy —  lory  +-  5rr 

Defcritto  adunque  il  luogo  di  quefta  equazione  , 
che  fará  (  Fig.  116. )  la  curva  dei  tre  rami ,  cioé  HT 
fra  gl'aíintoti  iíK,  BC ;  GMQ  fra  gl'afintoti  DI, 
KR  ,  cdfniL  fra  gl'afintoti  DF,  DI,  in  cui  full'affe 
AV  fono  le  y  3  e  le  corrifpondenti  ordinate  fono  le  x. 
Se  al  vértice  A  9  col  parámetro  =  r,  ali'  affe  ^ÍFÍi  de- 
feriverá  la  parábola  dell'  equazione  xx  —  ry^  incontrerá 
eíTa  la  curva  in  cinque  ptinti  o  ,  M ,  T  9  t ,  Q  ,  i  qua- 
li  determineranno  le  cinque  radici  or  9  MNy  TV^Si^ 
PQ,ive  pofitive,  e  due  negative  delP equazione  propofta. 

219.  Cosí  per  dividere,  in  quante  altre  partí  eguali 
íi  vuole  di  numero  difpari  maggiore,  un' arco,  o  angolo 
dato ,  altre  curve  ritroveranfi  relativamente  al  grado  dell* 
equazione  . 


CAPO 
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CAPO  V. 


Della  cofiruzione  de%  Iuoghi¡  che  fuperano  il  fecondo  grado  * 

220.  I N  due  diverfe  maniere  fi  poíTono  coflruire  i 
luoghi ,  vale  a  diré  defcrivere  le  curve  efpreffe  da  equa- 
zioni  5  che  fuperano  il  fecondo  grado,  fe  peró  nell'nna,. 
e  nell'altra  maniera  puó  dirfi  defcrivere  ,  e  non  piutto- 
ño  adombrare  ,  e  fare  qualche  idea  di  tali  curve  • 

La  prima  maniera  é  per  via  d'infiniti  punti  ;  la 
feconda  col-  mezzo  di  altre  curve  di  grado  inferiore  ,  e 
giá  defcritte  ,  cosí  che  un  luogo  5  o  fia  equazione  del 
terzo  grado  fi  coftruiíca  col  mezzo  di  una  retta  ,  e  di 
una  iezione  cónica  ;  un  luogo  5  o  equazione  del  quarto 
col  mezzo  di  due  fezioni  coniche  ;  un  luogo ,  o  equa- 
zione del  quinto  5  col  mezzo  di  una  fezione  cónica  ,  e 
d'un  luogo  del'  terzo  ,  e  cosi  di  mano  in  mano  per 
ordine  • 

221.  E  quanto  alia  prima  maniera  per  via  d'infiniti 
punti ;  in  primo  luogo  fa  d'uopo  ridurre  Pequazione  in 
modo  ,  che  una  delle  due  incognite  ,  cioé  quella  5  che 
ci  tornera  piü  cómoda  5  fia  libera  da  frazioni  ,  da  cocf- 
ficienti  ,  e  che  fia  di  una  fola  dimenfione  ,  e  polla  fola 
da  una  parte  del  fegno  d'egualitá,  il  che  fi  potra  fem- 

pre 
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pre  fare  coi  metodi  fpiegati  al  Capo  II.,  qualora  rifpctto 
a  tale  incógnita  (  confiderando  i*  altra ,  come  una  coftan- 
te  )  1'  equazione  fia  di  natura  fuá  piaña ,  cioé  non  ecce- 
da  il  fecondo  grado ;  come  per  efempio  1'  equazione 
xyy  +.  2aay  =  x 3  ,  cioé  yy  +-  taayzzxx,  la  quale  trattata-. 

X 

con  le  rególe  delle  quadratiche  aífette  ci  da 
yzz — aa±  1/  x*+-  a*  . 

X 

In  quefto  modo  date  ,  o  ridotte  le  equazioni ,  Ia_, 
maniera  di  coítruire  il  luogo ,  o  fia  la  curva  da  eíTe_* 
efpreíTa,  coníifie  nel  daré  all'una  delle  due  incognite_.  , 
cioé  a  quella ,  che  é  nell'omogeneo  di  comparazione_# , 
(prefa  da  un  punto  fiíTo  fopra  una  retta,  che  ferva  per 
aíTe,  o  diámetro,  fecondo  che  l'angolo  delle  coordínate 
deve  eííere  retto,  o  obbliquo  )   come  farebbe  alia  x 

nell*  equazione  y— — aa¿=.  i/x*4-a*  j  nel  daré  ,  difll, 

X 

un  valore  arbitrario,  per  mezzo  di  cui  viene  ad  effere 
dato  necesariamente  il  valore  dell' altra  ,  cioé  della  y  , 
la  quale  dall'  eftremitá  del  valore  della  prima  eflendo 
alzata  nel  dato  angolo  delle  coordínate  ,  ci  fornifee  un 
punto  della  curva  da  deferiverfi  ;  un'altro  valore  ,  che  fi 
dia  alia  fieíTa  incógnita  fomminiítra  un'altro  valore 
della  y ,  cioé  un'altro  punto  della  curva,  e  cosí  di  ma- 
no in  mano  aflegnando  altti  valori  alia  x,  altri  fe  ne_» 

ave- 
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averanno  della  y ,  i  quali  ci  daranno  altrettanti  punti 
della  curva  ,  il  numero  de*  quali  quanto  píu  fara.  grart- 
de  ,  tanto  piü  fara  efatta  la  defcrizione  della  curva.- 
ltefía  ,  e  íi  avrá  perfettarnente  efatta  allora  folamente  , 
quando  fe  ne  abbiano  infiniti ,  anzi  un  numero  infini- 
tamente infinito  di  taii  punti. 

222.  A  motivo  di  maggiore  femplicita.  fupporró 
fempre  in  appreíTo ,  che  le  curve  fieno  riferite  agí'  afli , 
cioé ,  che  l'angolo  delle  coordinate  fia  retto  ,  giacché 
nel  cafo  ,  che  l'angolo  fia  obbliquo  neíTun'altra  altera- 
zione  fuccede  ,  che  nel  dato  angolo  íleíTo  . 

223.  Per  piú  fácilmente  intendere  la  applicazione  del 
método,  prendo  per  primo  un'efempio  femplice  di  curva 
giá  nota,  cioé  dell' iperbola  equilátera  yy~xx — aa  , 

vale  a  diré  y~±  V  xx —  aa. 

Sia  A  il  punto  fiíTo  principio  delle  x  da  prendera* 
full' indefinita  AE  .  (  Fig.  127. )  In  primo  luogo  cerco, 
quale  ordinata  corrifponda  al  punto  A  ,  cioé  cofa  fia  la 
y  quando  x  —  o  ;  foílituito  adunque  il  zero  in  luogo 

della  x  nella  data  equazione,  troveraffi  y  —  ±l  vo  —  aa  , 
cioé  y  immaginaria  ,  dunque  al  punto  A  non  corrifpon- 
de  alcun  punto  in  curva  .  Se  fatta  x  —  o ,  aveífi  dall' 
equazione  non^  immaginaria  ,  ma  y  —  Q  ,  la  curva  prin- 
cipierebbe  dal'  punto  A  .  OíTervo ,  che  qualora  fia  x 

minore  di  a,  la  radicale  Wxx  —  aa  fará  fempre  di  quan- 

Yy  tita 
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tita  negativa ,  e  peró  y  immaginaria ,  adunque  fatta^ 
AB  —  a  ,  ad  una  qualunque  x  minore  di  A  B  corrilpoa- 
dciá  fempre  y  immaginaria ,  cioé  neíTun  punto  in  cur- 
va. Prendo  x—a—AB  ,  fará  y  —  ~  ^  aa —  aa—o  ,  c_» 
pero  B  fará  un  punto  in  curva ,  vale  a  diré  la  curva., 
avrá  origine  nel  punto  B.  Prendo  xzz,xa~AC ,  fará 

y—±:  v/\aa — aa  ,  cioé  y  =  ±. y  iaa ,  pofitiva,  e  negati- 
va ;  fatta  adunque  CD  pofitiva,  e  Cd  negativa —  y^aa, 
faranno  i  due  punti  D,  d\n  curva.  Prendo  x-$azzAEt 

fará  y-t:  y¿aa9  fatta  perico  E  M  pofitiva,,  Em 

negativa  —  v  ~%aa  ,  faranno  i  due  punti ,  M ,  m  in  cur- 
va ;  e  cosí  di  mano  in  mano  dando  altri  valori  alia  x 
fi  averanno  altri  valori  della  y  .  E'  facile  il  vedere  , 

che crefcendo la  x  crefcerá  fempre  la  quantitá  v xx-^-aa, 
cioé  il  valore  della  y  pofitiva  ,  e  negativa  di  modo ,  che 
s'anderá  fempre  piú  allargando  la  curva  ,  ed  allontanan- 
do  al  di  fopra  ,  e  di  fotto  dell'  aíTe  ,  e  prendendo  final- 
mente x  infinita  poiché  il  fottrarre  quantitá  finita  da_. 
infinita  é  lo  ílefib ,  che  fottrarre  nulla  ,  íará  puré  lo 

ílefib  Vxx  —  aa  ,  che  y  xx  ,  quindi  avrafli  y  %  ±  yxx, 
cioé  y  —  ±  x  ;  dunque  y  pofitiva ,  e  negativa  infinita  ,  e 
perd  andera  in  infinito  la  curva, 

224.  E  perché  nell'equazione  y  =  ±  y  xx  —  aa  Ia_. 
incógnita  x  é  elevata  a  poteíU  parí ,  cioé  al  quadrato  , 

fe 
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fe  fi  prenda  la  x  negativa  ,  nulla  fi  altera  l'equazionc 
íleíla ,  quindi  é  ,  che  dando  alia  x  dei  valor  i  negativi , 
cioé  p'rendendola  dalla  parte  di  A  veríb  F ,  defcriverafíi 
la  ítefía  curva  di  prima  ,  ma  porta  al  contrario  col  ver- 
tice  H ,  eüendo  AH—AB ,  ed  a  neíTuna  affiíFa  x  po- 
fitiva ,  q  negativa  prefa  tra  B  ,  ed  H  corrifponderá  or- 
dinata  y  pofitiva ,  o  negativa  reale  ,  vale  a  diré  neíTun 
panto  di  curva . 

225.  Sebbene  manifeftamente  fi  vede  ,  che  la  data 
curva  in  neflun  punto  fuori  de'  vertici  B,  H  taglia_- 
1'aíTe ,  poiché  crefcendo  la  x ,  crefce  fempre  la  y  ,  nul- 
la di  meno  peró  di  moltiflime  fuccede ,  che  oltre  il 
vértice  in  altri  lo  taglino  ,  nel  qual  cafo  la  y  deve  ne- 
cesariamente eíTere  zero  ;  adunque  per  avere  quefti 
punti  fi  dovrá  nella  data  equazione  fuppore  y  —  o  ,  e_* 
ricavare  i  valori  delía  x  in  quefta  fuppoíizione  ,  i  quali 
ci  daranno  i  punti  cercati .  Suppofta  per  tanto  nell'  equa- 
zione yy  —  xx  —  aa  la  y  — o  ,  faikxxzzaa,  cioé  x  —  iza9 
adunque  ne'  foli  punti  B ,  H  la  curva  taglia  1'aíTe  ,  e 
non  in  altri  . 

226.  Se  fra  i  punti  B ,  C  fi  prenderanno  altri  va- 
lori della  x  ,  altri  valori  corrifpondenti  fi  avranno  puré 
delky,  eioe  altri  punti  di  curva  tra  B,  e  D,  ovvero  d  per 
modo  ,  che  quanti  piü  punti  tali  fi  avranno  -¡  piü  efatta_. 
fará  la  defcrizione  della  parte  BD,  o  Bi  ,  né  fi  avrá 
mai  perfetta  ,  fe  non  quando  i  punti  fiano  infiniti  . 

Y  y  2  Nella 
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Nella  fteíTa  maniera  fi  difcorra  di  qualunqae  altrM 

porzione  . 

227.  E'  chiaro  ,  che  fe  fatta  infinita  una  qualunque 
delle  due  incognite  ,  l'altra  non  fia  né  infinita,  né  im- 
maginaria  ,  ma  o  fia  finita,  o  eguaíe  al  zero,  fará  la  pri- 
ma un*  afintoto  della  curva  ,  il  quale  corrifponderá  al 
punto  determinato  dal  valore  della  feconda  .  Per  vede- 
re  adunque  fe  una  curva  á  aíintoti ,  e  dove  ,  bafterá 
fare  la  y  infinita  ,  e  vedere  qual  valore  rifulta  dalla  e- 
quazione  per  la  x  ;  indi  fare  infinita  la  x  ,  e  vedere_. 
qual  valore  rifulta  per  \¿y.  NeU'ecjuazione)»— £:  Vxx — aay 

fatta  y  infinita,  fará  v  xx —  aa—  00,  e  peró  xx  =:  00  -t-  aa , 
cioé  xx  eguale  all' infinito  ,  e  peró  x  infinita,  perché  la 
radice  di  quadrato  infinito  é  fempre  infinita ;  adunque^» 
la  y  non  puó  eíTere  infinita  ,  fe  non  quando  fia  infini- 
ta anche  la  x  ,  ond'  é  che  PaíTe  delle  y  non  puó  enere 

un*  afintoto  .  Fatta  infinita  la  x  ,  fará  V  xx  —  aa  lo  fief- 
fo  che  x  ,  poiché  a  quantitá  infinita  Paggiungere  ,  o 
levare  quantitá  finita  é  lo  fteílb  ,  che  aggiungere  ,  o 
levare  nulla ,  adunque  fará  h  y  —  ±zx,  cioé  fatta  x  infi- 
nita ,  é  infinita  anche  la  y  ,  quindi  1'aíTe  delle  x  non_ 
potra  eíTere  un' afintoto  . 

228.  Non  cosí  nell'equazione  ay-^xy—bb,  che  giá 
altronde  fi  fa  eíTere  all'iperbola  fra  gl'afintoti ;  imper- 
ciocché  prefa  y  infinita ,  faranno  infiniti  i  due  termi- 

nl 
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ni  ay  +<  xy  3  e  rifpetto  a  loro  fará  nullo  ii  termine  bb  > 
e  pero  Pequazione  fará  ay+-xy  =  o9  cioé  dividendo  per 
y>  *■•= —  a9  adunque  prefa  x  — —  a9  l'ordinata ,  che  in 
quel  pumo  é  infinita  5  fará  un' afintoto  della  curva.  Pre- 
fa poi  x  infinita  5  poiché  i  due  rettangoli  ay  9  xy  nelia 
ftefta  altezza  y  fono  tra  loro  ,  come  le  bafi  a,  x9  fará  il 
fecondo  infinitamente  maggiore  del  primo  ,  cioé  fará 
nullo  ay  rignardo  ad  xy  ;  e  pero  cancellato  dail'  equa- 
zione  il  termine  ay  ,  redera  xyzzbb  3  o  fia  yzzbb  ,  mi 

x  é  infinita  ,  dunque  y  —  bb  —  o  ;  ficché  quando  j>  =  o  , 

la  #  é  infinita,  e  peró  é  un'afintoto  della  curva  . 

2  2p,  Si  avverta  peró  ,  che  quefto  método  á  luogo 
folameme  nel  calo  degl'afintoti  paralleli  alie  coordina- 
te  ,  e  non  alrrimenti ;  cd  in  fatti  Tiperbola  yyzzxx  —  aa 
á  beniflimo  i  fuoi  aíintoti  ,  ma  che  non  fono  alie  coor- 
dínate paralleli  5  e  j>eró  in  quefto  cafo  non  ferve  la  ma- 
niera fpiegata ,  ma  ci  vuole  altro  artifizio  ,  il  quale  per- 
ché dipende  dal  método  degl'  infinitefimi ,  fa  d'uopo  ri- 
fervarlo  per  altro  luogo . 

230.   Rimane  il  vedere  5  fe  la  fuddetta  curva_. 

yzz^Vxx — aa  fia  concava,  o  conveíTa  all'aíTe  9  per 
la  qual  cofa  prendafi  dall' origine  una  qualunque  affiffa 
AE  di  determinato  valore  3  e  col  mezzo  della  data-* 

eqoa- 
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equazione  ÍI  ritrovi  il  valore  della  corrifpondente  ordi- 
nata  EM ;  indi  prefa  un'altra  aflilTa  AC  di  determinato 
valore  minore  della  prima ,  íi  trovi  il  valore  della  cor- 
rifpondente ordinata  CD ,  e  fi  conduca  la  retta  B  M,  che 
taglierá  in  I  la  CD  prodotta  ,  fe  fa  di  bifogno ,  ed  ef- 
fendo  note  le  JE  9  AC ,  o  fia  le  B E  ,  B  C,  e  la  ordi- 
nata EM  y  per  la  fimilitudine  de'  triangoli  BEM,  BCl 
troveraffi  il  valore  della  Cl ,  e  fe  quetta  fará  minoro 
di  CD,  la  curva  fará  concava  all'aíle  AE  ,  com'  é  chia- 
ro  ;  e  fe  fará  maggiore  ,  la  curva  fará  convelía  .  Nella 

data  equazione  prendo  x  —  AE—ia,  fará  y  —  v &aa  , 

prendo  x—AC—ia  ,  fará  y~  CD  zzV^aa  ,  e  poiché 

BE  —  ia9  BC—a  ,  fará  Cl  —  v  8ag  —  \/  zaa,  cioé  mino- 

z 

re  di  CD ,  e  peró  la  curva  concava  ali'affe  AE  . 

231.  Vale  pero  queíl'illazione  in  quelle  curve  foja- 
mente ,  le  quali  non  abbiano  punti  di  fleflb  contrario  , 
o  di  rcgrcíTo  ;  ma  perché  quefti  Inno  i  loro  metodi 
particolari,  de'  quali  non  é  quefto  il  luogo  di  trattare, 
quindi  é  ,  che  per  ora  non  íi  puó  formare  un'  idea  giu- 
fia ,  e  compita  delle  curve  . 


ESEM- 
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ESEMPIO  II. 

Sia  l'equazione  y*zzaax>  cioé  yzz  )/  ¿¿w ;  condot- 

te  le  due  jndefinite  BH,  DC,  (  F/g.  Í28,  )  che  faccia- 
no  l'angolo  dato  E^Ceguale  a  quello  delle  coordina- 
te  ,  íi  prendario  nella  AC  dal  punto  A  le  x  ,  e  fulla— 
AB  ,  o  fia  parallele  alia  le  jjr  -  Cerco  primieramen- 
te ,  fe  la  curva  paila  ,  o  nó  per  lo  punto  A ,  cioé  co- 
fa fia  y'  quando  x  —  o  j  ma  porta  x  =  o  ,  fi  trova— 

y—  ^  aa\o  >  áo>h  y~o  ,  adunque  la  curva  paila  per 
Jo  punto  A  .  Cerco  in  oltre  ,  fe  la  curva  taglia  l'alTe_* 
AC  in  altro  punto  ,  vale  a  diré  cofa  fia  la  x  ,  poíta— 

y— o',  e  .trovo  ^/  aax  zz  o  ,  cioé  xzz  o;  adunque  in— 
neíTun' altro  punto  fuori  di  A  la  curva  taglia  1'aíTe .  Fac- 
cio  x  —  AM-=.\a ,  e  fará  la  data  equazione  y  —  y/  a* 


» 

2 


e  peró  alzata  MP  =  i)/  fj  ,  e  parallela  ad  ^ÍB  ,  fará  £ 

un  punto  in  curva.  Faccio  xzzACzza,ehvkyzz  y/ a*  — a, 

alzata  adunque  CNzza,  e  parallela  ad  AB  ,  fará  N" 
un*  altro  punto  in  curva  ;  e  cosi  facendo  fucceíTi v amen- 
té ,  íi  troveranno  quanti  punti  fi  vogliono  ,  per  i  qnali 

paila 
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paíTa  la  curva  della  data  equazione  .  Faccio  finalmente 

x  infinita  ,  cioé  x  =  oo  ,  e  fará  y  —  j/  aa  X  ©o  ,  cioé  y 
infinita,  e  peró  la  noftra  curva  va  all' infinito.  E  poi- 
ché  prefa  xzzo ,  é  purejy  =  o  ;  e  prefa  a?  =  00  ,  é  puré 
y— 00  ,  la  curva  non  avrá  afintoti  paralleli  alie  coor- 
dínate . 

Si  conduca  la  fottefa^IV,  che  taglia  in  I  la  MP 
prodotta ,  fe  fa  bifogno  ;  poiché  AM—\a,  AC—  a  , 

CNzza ,  fará  MI—\a  ,  ma  MP~  ^  a1 ,  adunque  MI 

fará  minore  di  MP,  e  pero  la  curva  concava  all'aífe  A C. 

Si  prenda  ora  la  aíTiíTa  .v  negativa  .  Poiché  nella_. 
data  equazione  y 3  =  aax  la  x  é  di  efponente  difpari  , 
qnando  fi  prenda  negativa  dovrá  mutare  il  fegno  ,  e 

1' equazione  fará  queft'altra  y%  —  ^  —  aax  ,  k  quale  , 

come  chiaramente  fi  vede  ,  prendendo  i  valor  i  della  x 
dalla  parte  dei  negativi  ,  cioé  da  A  verfo  D ,  ma  egua- 
li  ai  giá  prefi  della  parte  dei  pofitivi  ,  ci  dará  altret- 
tanti  valori  negativi  della  y  eguali  ai  pofitivi ,  quindi 
il  ramo  AE  fará  afFatto  lo  fieíTo  del  ramo  AN  ,  ma 
pofto  in  fenfo  contrario . 


ESÉM- 
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ESEMPIO  III, 
Sia  l'equazione  a% —  zyy  —  o  ,  cioé  y  =  £,  ^~a*~9  e 

z 

fi  prendario  le  ¡s  dal  punto  A  full'  aíTe  AC.{  Fig.  129.)  Cerco 
primieramente ,  fe  la  curva  paífi  per  lo  punto  A  ,  fatta 

adunque  z—o,  l'equazione  hy  —  ±.y^  a% ,  cioé  y  —  ±  ©o, 

o 

adunque  BD  infinita  d'ambe  le  parti  di  A  fará  un'afin- 
toto  della  curva .  Cerco  fe  in  neíTun  punto  la  curva  ta- 
gli  1'aíTe  ,  e  peró  pongo  y  =  o  ,  e  l'equazione  fará 

—  j/ Ol  ~  0  '  c*0^  0  =  * ' •  va^e  a  ^ire  z  —  a  3  >  e  Per^ 

z  =  oo  ,  adunque  quando  fia  y  — o  fará  2;  =  00  ,  e  peró 
AC  fará  un'altro  aftntoto  .  Prefa  z  =:a  —  AE  ,  fará 

y-±  ^  fS  c*°e  y  —  2z  &  jfatte  adunque  EFpofitiva,ed 

á 

EG  negativa  zza  ,  faranno  i  punti  F,  G  in  curva_,  . 



Prefa  z  =  2¿  =  ,4H,  fará  y  -  ±  y  a3 ,  clob  y~±  y/  aa , 


xa  z 


fatte  adunque  Hí  pofitiva  ,  ed  HK  negativa   =:  j/  aa  , 

X 

faranno  i  punti  7 ,  X  in  curva  .  Prendendo  fuccefliva- 
rnente  nuovi  valori  di  z  feropre  maggiori,  rifulteranno 

Z  z  nuovi 
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nuovi  valori  della  y  fempre  minori  di  modo  ,  che  i  due 
rami  Fí,  GK  in  tutto  fimili,  ed  eguali  della  curva- 
s'anderanno  dall'una,  e  dall'altra  parte  accoftando  agí* 
afintoti  BD  ,  AC,  fenza  pero  mai  toccarli ,  fe  non  in_* 
infinita  diftanza  dal  punto  A  , 

Rifpetto  alie  affiíle  z  negative  ,  poiché  l'efponente 
di  z  é  difpari  3  fe  fi  prenda  negativa ,  converrá  mutare 
ii  fegno  al  termine  — zyy  ,  e  l'equazione  fará 

zyy  —  o  ,  cioé  y  =  iz.  1/ — a%  ,  vale  a  diré  l'ordinata  y 

z 

immaginaria  ,  adunque  dalla  parte  delle  aífiílc  negative 
non  vi  fará  curva  . 

Per  vedere ,  fe  la  curva  fia  concava ,  o  convefía 

all*  aíTe  AC\  prendo  AC-=$a9  fará  CAf  =:  \/aa,  e_» 

r  T 

condotta  FM ,  che  tagli  in  O  la  HI  prodotta  ,  fe  fa  bi- 


9 


fogno,  ed  MN  parallela  ad  AC  9  fará  NF~a  —  W aa 

7 

PJ=  Jaá —  j/¿£,  c  facendo  l'analogia  MN, NF: ;  MP, 
PO  ,  cioé  za  ,  a — y/ aa  ::  a,PO,  fará  PO=¿ — 


3 


adunque  fe  PO  fará  maggiore  di  PI9  la  curva  fará 
convelía  all*  aíTe  A  C ,  il  che  fi  ricerca  cosí ,  Quando 

fia 
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fía  a —  |/^£_> i/íia —  1/^9  &™  anche  ,  moltipli- 
 i       ~  T 

z 

cando 


per  2  ,  a  —  1/00  >  21/  ¿t¿_ —  2  1/     ,  cd 

—        _         7  ~     _j  T 

0 -f-        >  2  j/     e  quadrando  3  <j¿j  •+•  2a  ^  aa  +-    >  200, 

j         *    T  s 

.c  raoltiplicando  per  3  ,  3^4-  6a\/ aa  +•  aap.  6aa,  e  ri- 

ducendo  i  termini,  6a  \/  aay^taa  ,  e  dividendo  per  20, 

  3 

3  j/f£  >    9  e  finalmente  quadrando  ,  fará  paa^  >  aa  y 

ma  é  vero ,  che  paa  >  aa  ,  adunque  é  anche  vero  , 

3 

che  a —  y'aa  >  1/ aa —  j/ <w ,  cioc  ,  che  PO  é  maggio- 

3       "»  T 

i 

re  di  PJ ,  ed  in  confeguenza ,  che  la  curva  b  convefla 
all'affe  AT . 

E  S  E  M  P  I  O  IV. 
Sia  la  curva  dell'  equazíone 


y  —  úz  j/ 4¿ a?  +-  aa  —  2xx  ±.  av  aa+-  Sax .  Prendendo  ful- 

z 

la  AB  indefinita  ( Fig.  130. )  le  x  dal  punto  fiílo  A ,  e 

Zz  2  le 
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le  y  fulla  AT}  ,  che  faccia  Pangólo  DJB  delíe  coordí- 
nate ,  fe  fi  ponga  x  s=  o  ,  fará  y —ti]/  aa±-  a\s  aa  > 

* 

______  1  _  . 

cioé  y  ~+z  y^zaa  >  ed  _y  =  £:  ^/o,  vale  a  diré  y  zz  ¡h  ¿z,ed 

)/-o;  adunque  fatta  AE  pofitiva,  e  negativa  i  punti 
E ,  A  y  E  faranno  in  curva .  Per  vedere  dove  la  curva 
tagli  1'aíTe  AB  ,  pongo  yzzo  ,  e  peró 


±.     4t7#  +-  aa  —  2X*  ±  SK#f?  8¿w    o  ,  e  quadrando  5 


e  trafponendo  ,  — :2^z^  al/ aa*-8ax ,  e  di 
nuovo  quadrando y  \6aaxx  Sa* x  a  +  -h  qx  + — \6axl  — 
Afücixx  —  # *  +-  Sa 3  x  y  e  riducendo  ,  e  dividendo  per  qxx9 
T^aa  —  4¿¿y+-  xxzzo  y  erifolvendol'equazione,#=:;t  2^ 
cioé  sff-zza  3  ed  at  3^  ;  prefa  adunque  xzzAFzza  ,  ed 
a;  =  _4B  =  3^  5  la  curva  taglierá  1'aíTe  ne*  punti  F ,  Bc 

Fatta  x~\a-AHi  fará    ~  ¿1     5**  :£  ¿*  k' 540 ,  e  pero 

4 

quattro  i  valori  della  y  reali  ,  per  eíTere  raV  ¿aa  mino- 
nore  di  ¿aa,  e  fono  1/ 5¿?a -hi^Kf^^  1/ 5^  —  201/  $aa% 

: — ^ %cia  —  laV  <$aa  ¡  — ^ ¿aa -h  2a\/ $aa  ,  ed  i  dúo 

pofuivi  fono  relativamente  eguali  ai  due  ncgativi ;  prefa 

adun- 
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adunque  HIzzHi-  ^  $aa+-ia\/  ¿aa  %  ed  HGzzHg*á 


j/ ¿aa  —  20  V  ¿aa  ,  i  quattro  punti  I9  G,  $  faranno 
in  curva  ♦ 

232.  Ogni  qual  volta  la  quantitá,  fotto  al  comimc 
vincolo  radicale  íla  quantitá  negativa  (  giacche  quella— 

fotto  al  fecondo  vincolo  ,  cioé  \Zaa+*Sax  non  lo  puó 
eflere,  eíTendo  le  affifle  pofitive,  come  ora  le  fuppon- 
go  )  fará  imroaginaria  la  ordinata  y ,  adunque  perché 
vi  fia  ordinata ,  converrá  che  íla 


j/ /\ax  4-  aa — ixx±z      aa+-  Sax  >  o  • 

Prendo  in  primo  luogo  il  fegno  poíítivo  del  fecon- 
do radicale  ,  nel  qual  cafo  fará  certamente  pofitiva  la_, 
quamitá  tutta  ,  fe  fia  4¿jat+.  aa — ixx  >  o9  cioé  2xx — 
qax  <J  aa  ,  e  pero  xx-~—  zax  <  aa^9  ed  xx  —  iax  ■+- 

z 

aa  <  ¿aa,  e  cavando  la  radice  ,  x — a  <  j/ $aa  ,  o  puré 

a  —  x  <  i/^aa  .  Dalla  prima  radice  x  —  a  <     $aa  , 

in  cui  fi  fuppone  x  maggiore  di  a  9  inferifco,  che  deve 
poi  eíTere  x  <J  a  +-  j/ 3ff  ;  dalla  feconda  0  —  x  <  y/ $aa 


in 


366  INSTITUZIONI 

in  cui  fi  fuppone  x  <  a  ricavo  ,  che  deve  poi  effere^ 
x  >  a —  x/^aa  ;  raa  eíTendo  fempfe  a —  \l f$aa  quantita 


z 


negativa,  fará  fempre  x  >  a —  x/'^aa,  quando  fi  prenda 


x  minore  di  a,  adunque  prefa  x  minore  di  a9  fará 
4w+-aa  —  2xx  quantitá  pofitiva  5  quindi  molro  piü  fa- 


rá pofitiva  la  quantita  qax-t-aa —  2xx  4-  a  V  aa  +.  Sax  y 
e  peró  generalmente,  prefa  x  minore  di  AF  (a)9 


fará  y~+L  x/¿\ax+-aa —  2xx  4-  a  Vaa-**-  Sax  9  ordinata 


reale.  Ma  quando  anche  fia  4ax+-aa — 2xx  quantita  ne- 


gativa ,  puré  puó  eíTere  y  ¿\ax  +~aa  —  2xx  +-  a  V  aa  +-  Sax 


$ax  4-  aa  —  ixx  4-  aV  aa+*  Sax  >  o  ,  e  quadrando ,  e 


trafportando,  aV  aa+  Sax  >  2xx—aa —  qax ,  e  di  nuo- 
vo  quadrando  ,  a+i~Sa}x  >  4#4 —  ito34-  \6aaxx — 
$aaxx  4-  Sal x  4-  a  +  3  cioé  qx+ — \6axl  4-  izaaxx  <o  9  e 
dividendo  per  ¿\xx9  xx —  4ax+-$aa  <5  o,  e  pero  anche 
xx — 4ax  4-  qaa-  <  aa^t  cavando  la  radice,  x —  2a  <a , 
come  puré  iá  —  x  <  a.  Dalla  prima  radice  x  —  za  <a, 
che  fuppone  x  maggiore  di  £a  5  viene  x  <J  %a  ,  adun- 


2, 


quantita  pofitiva ,  cioé  ogni  qual  volta  fia 


que 
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que  prefa  x  maggiore  di  ra  y  ma  minore  di  AB9  (30) 
fará  la  radicale  poíitiva  ,  e  peró  reale  la  ordinata  y  . 
Dalla  feconda  radice  24  —  x  <<  a,  che  íuppone  x  minore 
di  2a  ,  cavo  adunque  quando  anco  fia  x  mag- 

giore di  a ,  e  minore  di  iay  la  radicale  fará  polltiva,  e 
peró  reale  I' ordinata  y  5  ma  fi  é  veduto  per  primo  , 
che  prefa  x  minore  di  a  >  l'ordiqta^  é  reale 3  adunque 
generalmente  fará  reale  la  ordinata  y  ,  purché  íi  pren- 
da x  minore  di  AB  {  $a  )  . 

Prendendo  il  fegno  negativo  del  fecondo  radicale  , 

dovrá  eíTere  y/^ax  +-  aa- — 2xx  — aa  +-  Sax  ¡>  o  , 

quadrando  >  ¿^axS  aa —  2xx  >  av  aa+*.  Sax ,  e  di  nuovo 
quadrando  ?  e  riducendo  ,  e  dividendo  per  qxx  ,  fará 
xx  —  ¿\ax  >  — ¿aa,  e  pero  anche  —  4a x+.  qaa  *¿*  aay 
e  cavando  la  radice,  x — 2a  >  a}  comepure  ta  —  x >  ¿; 
dalla  prima  radice  ricavo  x  >  30  ,  ma  íi  e  veduto  ,  che 
x  >  30  ci  dá  il  valore  della  j>  immaginario  quando  il 
fecondo  radicale  á  il  fegno  poíltivo  ,  molto  piü  adun- 
que lo  dará  quando  á  il  fegno  negativo  ,  onde  ommef- 
fa  quefta  radice  ,  faccio  ufo  deli'altra  ta—x  >  a%  che 
mi  dá  x  j>  a  y  adunque  prefa  x  minore  di  AF,  (a) 
fará  pofitiva  la  quantitá  fotto  il  comune  vincolo  radica- 
le ,  tanto  fe  ü  prenda  il  fegno  poíltivo  5  quanto  il  nega- 
tivo del  fecondo  radicale  9  e  peró  tra  ~A ,  cd  F  corrif- 

pon- 
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ponderanno  quattro  ordinate  reali ,  due  pofitive  ,  e  due 
negative  relativamente  eguali  alie  pofitive  .  Mi  quando 
fia  x  maggiore  di  AF ,  (a)  ii  fegno  negativo  del  fecon- 
do  radicale  da  ordináta  immaginaria  ,  e  la  da  reale  il 
fegno  poíitivo ,  purché  fia  x  minore  di  AB,  ($a) 
adunque  tra  F ,  e  B  corrifponderanno  due  fole  ordina- 
te reali  alia  medefima  aííiíTa ,  una  pofitiva  ,  l'altra  ne- 
gativa ,  ed  eguale  alia  pofitiva  ;  ed  oltre  il  punto  B 
faranno  immaginarie  . 

Prendanfi  ora  le  affiíTe  negative ,  cioé  da  A  verfo  K . 
In  quefio  cafo  mutando  nell' equazione  il  fegno  a  tutti 
i  termini  ,  che  ánno  la  x  d'efponente  difpari  ,  fara 

y  —  iz  \/  aa  —  2XX  —  4ax  —  aV  aa  —  Sax  .  Pongo  x  —  o, 


fará  y  zz  ±  1/  aa  ±  a  1/  aa  ,  cioé  y  ~  ±  a  ,  edjj/rro, 
V-  j  — 

adunque  i  punti  E,  A,  E  faranno  in  curva,  come  nel 

primo  cafo.  Per  vedere  fe  la  curva  taglia  1'aíTe,  pon- 



gafi  y —o  ,  e  pero  y  aa — zxx — ¿\ax±  a  y  aa — Sax  —  oy 

e  quadrando,e  trafpouendo,  aa — zxx — ¿\ax—±.  a  Vaa — Sax9 
e  di  nnovo  quadrando ,  e  riducendo  ,  c  dividendo  per 
qxx  ,  xx  +-  ¿\ax  -t-  3^  =  0  ,  e  rifolvendo  ,  xzz —  zazza  ; 
h  curva  adunque  taglierá  1'aíTe  quando  fia  xzzo,  eíTen- 
cio  fiata  fatta  la  diviiione  per  ¿\xx  ;  quando  íia  xz± —  3^; 

e 
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e  quando  fia  —  a,  cioé  ,  per  eíTere  quantita  nega- 
tive,  dalla  parte  oppofta  a  quelia,  verfo  cui  ora  fi  pren- 
dono  le  x  y  e  pero  folo  in  A ,  F ,  B  ,  come  giá  fi  é 
vedüto  .  Pongo  x  =  00  per  vedere  fe  la  curva  va  all'  in- 
finito ,  o  all'  afintoto  A  K  ,  ed  é 

r  .       1  * 

y  —  iz"  — 2  X  co  ±:  V  —  SaX  00  ,  cioé  y  immaginaria. 
Ricerco  adunque,  quale  fia  il  limite  delle  ordinate  reali: 
c  certo  ,  che  qualora  fia  x  maggiore  di  a  ,  íl  fecondo 

T 

radicale  fará  di  "quantita  negativa  ,  e  peró  immaginaria 
la  ordinata  y  ,  adunque  devefi  prendere  x  non  maggio- 
re di  a  ;  ma  in  querta  ipotefi  perché  fia  pofitiva  tutta 

la  quantita  fotto  il  comune  radicale,  prendendo  ii  fegno 
pofitivo  del  fecondo,  bafterá ,  che  fia  aa — 2xx  —  qax 
pofitiva,  cioé  aa  —  ixx  —  4ax  >  o ,  e  peró  xx  +*  zax  <  aa , 

o  fia  x  ^  h/^aa  —  a  ;  ma  quando  fia  x  non  maggiore 

di  a ,  c  anche  <!  1/ 3^  — ¿3: ,  quindi  fatta  x  non  mag- 

T  ,  " 

giore  di  ¿  ,  ?  ordinata  fará  reale  .  Prefo  il  fegno  nega- 
W 

tivo  del  fecondo  radicale  ,  dovrá  eíTere 

^ aa-—2xx — qax  —  ai/aa—Sax  >  o,  cioé  quadrando,  e 
4 

Aaa  traf- 
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trafponendo,  aa — 2xx —  qax  >  a  V  aa — $axy  e  di  nuo- 
vo  quadrando  ,  e  riducendo  ,  x+*  2a  >  a  ,  ma  x +-  2a  e 
íempre  maggiore  di  a  ,  adunque  purché  prendafi  x  non 
maggiore  di  a  ,  le  ordinate  íaranno  fcmpre  reali .  Pren- 

~i~  N  

óo  xzz  a  ,  fará  /  =  ±  ^  t  5^7 ,  e  peró  fatta  K  Af  poíi- 
T  ""  8 


tiva  ,  e  KN  negativa  &¡>i5«k-a  i  punti  AT,  ¿V  faranno 


in  curva.  Prendo  #  =  a  ,  fará  ji  =+;  ^95aa—  i^Say^.aa. 


9 


cioé  quattro  valori  reali  :  due  pofitivi  relativamente, 
eguali  ai  due  negativi .  E  perché  la  quarta  proporzio- 

nale  di  a  ,  di  V  i¿aa ,  e  di  a  ,  cioé  \s15aa  é  minore^ 

~  8  ió  10 


di  ^  95aa  +  i2$a  y^aa  ,    ma  é  maggiore  di 


16 


$¿aa—i2$a  y/aa;  la  curva  avrá  due  rami  al  di  íb- 


pra  di  AK,  uno  concavo,  e  l'altro  conveíTo  ,  e  due 
ne  avrá  al  di  fotto  affatto  íimili  ,  ed  eguali  a  qnelli  di 
fopra ,  e  fará  a  un  di  preíTo  come  nelía  Fig.  130. 


ESEM- 


\ 
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E  S  E  M  P  I  O  V. 

Sia  la  curva  dell'  equazione 
y  =  ±:   y/bbx — x *    iaxx — aax  ;  in  cui  fia,  per  un  cafo, 

■  za 

a  maggiore  di  b ,  e  íi  prendario  dal  punto  A  fulla  in- 
definita A  Míe  x,  e  fulla  AD  nel  dato  angolo  le  y3 
o  fia  ad  eíTa  parallele  .  (  Fig.  i  jt. )  Fatta  *:=o  ,  fará 
yzzo  ,  e  peró  il  punto  A  fará  in  curva  .  Fatta  y—oy 

fará       bbx  —  x 3  +-  ádatág  —  aax  —  o  ,    cioé  2>¿at  —  # 3  h- 

iaxx^aax-=:o  9  e  dividendo  per  #  3  bb  —  xx +•  iax — 
aa  —  o,  e  peró  xx  —  2ax  +-  aa  —  bb  5  e  cavando  la  radi- 
ce ,  #  —  a  =  ±  b ;  adunque  i  valori  della  x  faranno  x  —  ¿  +-  £5 
—  £  ,  ed  at~o  ,  eífendo  ftata  divifa  Tequazione  per 
x.  Quindi  fatta  AB  =  BMzza  ,  BNzzBC^b  ,  la  curva 
taglierá  1'aíTe  nel  punto  ,  come  giá  fi  é  veduto  ,  e_. 
ne'  punti  N9  C .  Fatta  x  ~A  Mzzza,  fará);  poíitiva  , 
e  negativa  infinita  ,  e  pero  in  Ai  vi  fará  un'afintoto  # 

Pongo  x  5¡  <*>  ,  fará  yzz±L  V  —  xx  ,  cioé  imraaginaria^, 
dunque  la  curva  non  va  all*  infinito  .  Poiché  acció  fia-, 
reale  l'ordinata  y  y  fa  d'uopo  ,  che  la  quanticá  fotto  il 
vincolo  fia  poiitiva ,  converrá  ch*  eífendo  pofitivo  il  nu- 
meratore  della  frazione  ,  lo  fia  puré  il  denominatore^  , 

Aaa  2  ed 
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ed  eíTendo  Vuno  negativo,  lo  fia  l'altro  ancora;  ma^ 
acció  fia  pofitivo  il  numeratore ,  deve  eíTere  bbx — a?3-*- 
2axx — aax  >  o  ,  cioé  ,  dividendo  per  x  ,  e  trafponen- 
do  ,  xx  —  iax  <  bb — aa  ,  e  peró  xx  —  2ax+*  aa  <**bb  , 
e  cavando  la  radice  ,  x  —  a  <j  b ,  prefa  x  maggiore  di 
a ;  ed  a  —  x  <  b  ,  prefa  x  minore  di  a  .  -Dalla  prima 
radice  x  —  a  <;  b  cavo  x  a  + b  ;  dalla  feconda». 
¿ — x  <  £  cavo  x  <3  0 —  £ ;  prefa  adunque  x  maggiore 
di  a  doVrá  eíTere  x  <  a-^b  ,  e  prefa  #  minore  di 
dovrá  eíTere  a;  >  a  —  b  ,  acció  fia  pofitivo  il  numera- 
tore  ;  ma  perche  íia  pofitivo  il  denominatore,  deve  eíTe- 
re x  >  2a  ,  e  non  potendo  eíTere  maggiore  di  2a ,  ed 
afíleme  minore  di  a  +■  b  ,  e  di  a  ,  non  potranno  eíTere 
pofitivi  il  numeratore ,  e  denominatore  ;  e  peró  tra  i 
punti  N ,  e  C  non  vi  faranno  ordinate  reali .  Se  fi  pren- 
da x  >  a  -t-£,  fará  il  numeratore  negativo  ,  come  puré 
fe  íi  prenda  x  <  a —  b;  e  fe  fi  prenda  x  <¡  2a  ,  fará 
puré  negativo  il  denominatore  ;  adunque  tra  A ,  ed  iV, 
e  tra  C,  ed  M  vi  faranno  ordinate  reali,  e  la  curva_* 
fará  a  un  di  preíTo  ,  come  nella  Fig.  131. 

Prendo  la  x  negativa  ,  mutando  adunque  i  fegni 
af  termini  della  x  ad  efponente  difpari,  fará  l'equazion<f 

yzziz  \/ x 3  — ■  bbx  -h  2axx  +-  ¿¿a:  ,  cioé 

^  _       _  x 

y  —  ±-\/  bbx — x 3  —  2üxx  —      •  II  denominatore  fará 

fempre 
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fempre  pofitivo  ,  ma  acció  fia  pofitivo  il  numeratorc , 
convcrrá  ,  che  fia  bbx —  x* —  taxx  —  aax  >  o  ,  e  divi- 
dendo per  x  y  e  trafponendo,  xx  4-  iax+  aa  -<  bb  5  cioc 
.v  +-  a  <  b  ,  e  peró  x  <  b  — a ,  ma  fi  é  fuppofb  b  <;  a , 
adunque  ¿  —  a  fará  quantitá  negativa  jí  e  peró  non  potrá 
mai  eíTere  x  <é —  cioé  non  potra  mai  eíTere  pofi- 
tiva  il  numeratore  ,  quindi  le  ordinate  y  faranno  fempre 
immaginarie  ,  onde  dalla  parte  delle  aíTiíTe  negative  non 
vi  fará  curva  • 

ESEMPIO  VL 

Sia  T  equazione  y  3  —  zayy  —  aay  +•  ia 1  z:  axy  9 
cioé  x  m y*  —  zayy  —  aay     2g}  .  Dai  punto  fiíTo  A 

ay 

(Fig.  132.)  fulla  indefinita  AQ  prendo  le  y  0  e  fulla-, 
indefinita  AM,  o  ad  eíTa  parallele  nel  dato  angolo  del- 
le coordínate,  prendo  le  x  •  Polla  y  —  o3  fará  x~zaa  3 

.¿¡téffig  -i4át»:,fe  'MátV'íféS  !tf«0Í>fJ8>l1fc.  ^'^vft'li^'Wáfe  ^  I 

cioé  a;  =  00  ,  adunque  la  curva  andera  all'afintoto  AM. 

Per  vedere  ,  fe  la  curva  taglia  1'aíTe  9  e  dove  ,  pongo 

^  =  0  j  e  peró  y1  ^  zayy — aay  +  za*  ~o  ,  e  rifolvendo 

queft*  equazione  cubica  fi  ánno  tre  valori  della  y  ,  cioé 

y~a9  yzzza  ,  y  zz  ■ —  ¿.  Fatta  adunque  ^  B  zz  A  D  zz. 

BCzza  ,  ne'  punti  E  ,  C  dalla  parte  de'  pofitivi  5  e  neí 

punto  D  dalla  parte  de*  negativi  la  curva  taglierá  1'aíTe. 

234, 
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233.  Se  l'equazione  y% — •  iayy — aay^-ia^ío^Q  írri- 

ducibile  ,  onde  non  fi  poteíTero  avere  i  valori  aritmeti- 

ci  della  y,  s'avrebbe  a  coftruire  eíTa  equazione  ,  ed  i 

valori  della  y  geométricamente  ritrovati ,  e  colle  linee 

efpreffi5ci  darebbero  i  ptinti  ricercati ,  il  che  s'intenda 

detto  di  qualunque  cafo  fimile .  Pongo  y—^a  ,  e  fará 

ttqtefft  mna*  m-  .-Mtibio  sí  ibniúp  .  vwh:!j-*é-.tidéw' 
x  —  —  ¿a,  cioé  ordinata  negativa,  adunque  la  curva.. 

pafía  al  di  fotto  dell'aíTe  AQ  in  B  ,  e  torna  al  di  íbpra 
in  C.  Pongo  y  —  ca}  fará  x—yy  ,  cioé  a?  =  00  ,  e  peró 

\J  i    i  a 

]a  curva  andera  all*  infinito  .  E'  chiaro  ,  che  il  ramo  in- 
finito BE  fará  conveíTo  all'aíTe  AM,  il  ramo  BC  con- 
cavo all'aíle  AQ  ,  e  CF  conveíTo,  quando  la  curva  non 
abbia  flefli  contrarj . 

Si  prendano  ora  le  afliíTe  y  negative  da  A  verfo  D, 
faráadunque  l'equazione  a;— — y} —  2ayy-*-aay+-  za J  ,  cioé 

x—y%  +•  zayy —  aay  —  za 5 .  Prendólo  ,fará  x— — zaa  — 
«y  o 

i — 00,  adunque  MA  infinitamente  prodotta  dalla  parte 
dei  negativi  fará  puré  aíintoto  della  curva.  Prendo  y  —  ^a, 
fará  x  —  — 15a;  prendo  y— a  ,  fará  x  ~  o  ,  e  la  curva- 

pafiferá  per  D  ;  prendo  y-oo  ,  fará  x—yyzzoo  ,  e  la_. 

* 

cur- 
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curva  al  di  fopra  di  AD  andera  all' infinito  ;  pv^n- 
do  y  —  $a  —  ÁK,  fará  x  —  ^oa~K?\  prendo  yzz  ia  —  A  N, 

fará  x  —  6a  —  NR  ; .tjuindi  perché  condona  la  rctta  DP, 
fará  NT—qoa  ?  e  40.2  >  (5a  ,  adunque  íará  NT^  NR, 

6  ~<r 

e  la  curva  ip  conveíTa  all'aíTe  ,  cioe  cóncava.. 
all'aíTe  ma  fe  eíTa  va  all'afintoto  AV  ú  di  fotto  di 

AK  y  necesariamente  deve  anche  eíTere  ad  eíío  qonvéfr 
fa  3  adunque  avrá  un  fleíTo  contrario  ,  per  determinare 
il  quale  non  é  queíto  il  luogo  . 

234.  Ma  fe  la  propofU  equazione  della  curva  da^ 
coflruirfi  contérrá  árabe  le  incognite  elévate  a  maggio- 
re  poteflá  della  feconda ,  onde  non  poíTa  generalmente 
riduiTi  tale,  che  da  una  parte  del  fegno  d'egualiu  ab-  ^ 
bia  una  delle  due  incognite  íbla ,  e  di  una  folapoteílá, 
allora  crefcerá  bensi  l'operazione  ,  nía  non  la  diííicoká 
del  método  >  imperciocché  fiíTato  un  valore  noto  peu 
Tuna  delle  incognite  ,  per  eíempio  #  ,  fi  avrá,  un'equa- 
zione  folida  data  per  y  ?  e  le  eoftanti  3  da  rifolverfi  o 
coflruirfi  ¡  da  cui  fi  averanno  i  valori  della  y  ?  che  de- 
termineranno  tanti  punti  in  curva  . 

Indi  fiílato  un'altro  valore  per  la  x¡  averaffi  un' al- 
ira  equazione  folida  da  rifolverfi  o  cofiruirfi  ,  che  ci 
íbmminiftrcrá  altri  punti  in  curva  ;  e  cosí  di  mano  in 
mano  íucceflivamente  operando ,  fi  troveraiinó  qüáriti 

punti 
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punti  6  vogíiono  della  curva  da  defcriverfi  . 

235.  Ma  dovendoíi  in  qaelli  incontri  ,  ed  in  altri 
ancora  5  come  neli'  efempio  fe  (lo  ,  rifolvere  e  coftruire 
equazioni  folide  ,  pare  ,  che  fi  faccia  un  circolo  vizio- 
fo, poiché  trattando  de' problemi  folidiófuppoftala  defcri- 
zione  delle  curve  anche  fuperiori  alie  fezioni  coniche;  ma 
la  cofa  non  é  óqsi,  fe  bene  fi  riflette  ,  imperciocché  fe  la 
curva  da  defcriverfi  e  della  terza  5  o  quarta  dimenílo- 
ne,  della  terza  o  quarta  ai  piü  fara  l'equazione  folida 
da  coítruirfi  ,  il  che  fi  fa  per  rnezzo  delle  fezioni  coni- 
che ;  adunque  fenza  circolo  viziofo  defcriveraíTi  qualun- 
que  curva  della  terza,  o  quarta -dimeníione  .  Se  Pequa- 
zione  della  curva  da  defcriverfi  fara  della  quinta  dimen- 
llone  ,  l'equazione  folida  da  coftruiríi  fará  al  piü  della-* 
quinta  5  il  che  fi  fará  per  mezzo  d'una  curva  della  ter- 
za ,  e  di  una  della  fcconda  5  e  fimilmente  fi  difcorra  di 
diraenfioni  fuperiori;  dal  che  apparifce  ,  non  eficrvi  om- 
bra  di  circolo  viziofo  . 

PROBLEMA  I. 

23 6.  Dato  il  femicircolo  AEB,  (  Fig.  133.  )  fi  diman- 
da il  luogo  de*  punti  M  tali ,  che  fe  per  ci afumo  di  efji  fi 
tiri  dalV  eftr  emita  A  del  diámetro  una  retta  5  che  t agüera 
la.  periferia  in  D  9  e  fi  abbajjino  le  MP,  DO  perpendico- 
Van  al  diámetro  ,  le  ínter cette  dal  centro  C  P  >  G  O  fieno 
fempre  eguali  tra  loro  .  Sia 


ANALITICHE.  377 

Sia  M  uno  dei  punti  ,  che  fi  cercano ,  e  fi.chiami 
AB—a^APzzx^PMziy^  poiché  deve  eflere  CPzzCO, 
krk.OB  —  APzzx  9  ed  ODzz  Vax  —  xx^  e  per  la  íimi- 
litudine  de*  triangoli  APM,  AOD  ,  fará  x-¿y\U--¿x9 

V ax —  xv,  e  peró  y~x  V  ax —  "x'x  ,  cioé  y  —  x  V x  ,  o 
puré  y  equazione  della  curva  da  defcriveríi, 

V  ax—  xx 

che  é  la  q/fá/^  ¿¿  D/w/*  . 

Per  defcriveila  fulla  data  Figura  per  varj  punti:  íi 
oflervi  ,  che  la  retta  AB  é  Paífe  delle  *  ,  ed  il  pun- 
to, da  cui  ánno  origine,  e  perché  le  y  fono  perpendi-. 
colari  a  quefto  afle  ,  condotta  dal  punto  A  la  tangente 
A  Q  ;  fará  eíTa  1'aíTe  ,  a  cui  le  ordinate  y  debbono  rife- 
riríi .  Quefte  cofe  premeíTe  ,  ii  ponga  in  primo  luogo 
#  —  o  per  vedere  fe  la  curva  taglia  1'aíTe  AQ  ,  e  per- 
ché fi  ritrova  puré  yzzo  ,  fará  A  un  punto  nella  curva 
da  defcriveríi  .  Si  ponga  y  izo  per  vedere  fe  la  curva^ 
taglia  1'aíTe  AB  in  qualche  altro  punto,  ma  poiché  íl 
trova  x  —  o  ,  non  incontrerá  la  curva  i  due  aíli  in  altro 
punto  ,  fuorché  in  A. 

Sia  xzz~a  ,  fará  y  ~   a    ;  fia  x  —  ~a,  hrh yzz^  a, 

e  peró  eretta  dal  centro  la  perpendicolare  CE 
al  diámetro  AB  ,  paíTerá  la  curva  per  lo  punto  E. 

Bbb  Sia 
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Sia  x  —  ra  ,  fará  y    4a  ,  e  pofta  finalmente  x~a  ,  fi 

í  3 1/2 

trova  y~aa~<x> ,  e  perció  la  tangente  B R  al  circolo 

o 

fará  l'aíintoto  della  curva .  Prendo  x  maggiore  di  a  , 
fara  negativa  la  quantitá  fotto  il  íegno  radicale  nel  de- 
nominatore  ,  e  la  curva  immaginaria  ,  la  quale  eíTendo 
puré  immaginaria  ,  prefa  la  x  negativa  ,  fara  comprefa 
fra  le  due  tangenti  AQ7  BR  prodotte  in  infinito  .  E 
poiché  va  all'aíintoto  BR,  non  avendo  fleífi  contrarj, 
ü  converrá  ,  che  fia  tutta  conveíTa  all*  afle  A  B  ,  e  fará  , 
come  nella  Fig.  133. 

PROBLEMA  II. 

237.  Dato  Vangolo  retto  ABC,  (Fig.  134.)  e  dat» 
il  punto  A  nel  lato  A  B  ,  fi  cerca  il  luogo  di  tutti  i  punti 
M  tali ,  che  condotte  per  cia faino  di  ejfi  le  rette  linee  A  E , 
termínate  dal  lato  B  G  nei  punti  E ,  fia  fempre  E  M  =  E  B . 

Si  tiri  una  qualunque  retta  A  E ,  e  fia  M  uno  dei 
punti ,  che  fi  cercano  ;  fi  abbaífi  dal  punto  M  ad  A  B 
la  perpendicolare  MP  ,  e  fi  chiami  AP—x,  P  NL—y , 

A  B  —  a  ,  fará  P  B  —  a  —  x ,  ed  .4  jVfzz  1/ +- ,  ma  per 
i  triangoli  iimili  APM,  ABE,  fará  x,  y::  a,  BE, 
dunqacBE^EMzzay,  ma  é  anche  A  P  ,P  B::A  M,ME> 

cioc 
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clobxja — xx  +-yy 9  ay >  dunqueay^a  —  xV xx  ^yyf 

X 

c  quadrando ,  aayy  —  aaxx  —  zax 3  +•  x 4  +-  aayy  —  2axyy+* 
xxyy3  cloé  aaxx  —  2axi  +- x*  zzyy  ,  e  finalmente,  eíTen- 

zax  ~  xx  - 

do  la  radice  di  aaxx  —  2ax**-x*  tanto  — xx  ,  quan- 
to  xx  — ax  j  fará  y  ~  ax  —  xx  ,  ed  y  —  xx  —  ax  ,  cioé 

V zax—*  xx  ^  zax — xx 

±zyzzax  —  xx  y  equazione  alia  curva  ,  che  íi  cerca. 

1/ zax  —  xx 

Le  ordinate  y  faranno  adunque  pofitive  ,  e  negati- 
re  ,  ed  eguali  fra  loro  ,  e  le  pofitive  e  le  negative  cor- 
rifponderanno  alia  medeílma  affiíTa  ,  e  peró  la  curvan 
fará  al  di  fopra  3  ed  al  di  fono  deii'aíTe  AB  m  tutto 
íimile  ,  ed  eguale  . 

Condona  dal  punto  A  la  perpendicoiare  AR  alia-, 
AB,  la  quale  fará  l'afle  ,  a  cui  fi  rapportano  le  ordina- 
te y  ,  ficcome  AB  é  quello  delle  aífiíTe  x  ;  pongo  in 
primo  luogo  xzzo  per  vedere  fe  la  curva  paíTa  per  lo 
punto  A,  e  perché  trovo  parimenti  y~o  ,  fará  il  pun- 
to A  il  vértice  della  curva.  Sia  ora  jy  =  o  ,  fará  ax  — 
xx  —  o  ,  e  peró  x~o  ,  ed  xzia  /  onde  ricavo  ,  che  la 
curva  paíTerá  per  lo  punto  B  .  Sia  x  =  ~a ,  fará  izy  — 

2¿  .  Sia  ft  —  la ,  fará  ±:  y      a  .  Sh  xzZqa,  fará 
31/5  2í7¡  "7 

iiy—  ^a  «  Sia#=:2¿,  fará  ±:  7  =  2¿7¿  —  00  ,  e  perció, 

Bbb  2  prefa 
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prefa  AD  =  2a,  e  condona  la  retta  SQ  indefinita  pa« 
rállela  alia  P M,  faca  eífa  l'afmtoto  della  curva  .  Sia  x 
maggiore  di  ia  ,  fará  negativa  la  quántitá  fotto  il  vin- 
coló  radicale  ,  e  pero  immaginaria  Pordinata  y  ,  adun- 
que  oltre  il  punto  D  non  vi  fará  piü  curva  ,  E'  chia- 
ro  ,  che  la  curva  tra  il  punto  A  ,  ed  il  punto  B  fará 
concava  all'aífe  AB  ,  e  poiché  oltre  al  punto  B  va  all* 
afintoto  SQ  ,  fará  tra  B  ,  e  D  conveíTa  all'  aíTe  BD  ; 
intendendo  peró ,  che  non  abbia  fíeffi  contrarj  . 

Prefa  la  x  negativa  ,  fará  fempre  negativa  la  quán- 
tita fotto  il  vincolo  radicale  ,  e  peró  immaginaria  l'ordi- 
nata  y;  adunque  dalla  parte  delle  afliíTe  negative  non 
vi  fará  curva  >  quindi  fará  eíTa  a  un  di  preflb,  coracu 
nella  Fig.  134. 

PROBLEMA  III. 

238.  Dato  il  femicircolo  ADC  (  Fig.  135.  )  del  Ata- 
metro  A  C  ;  fi  riccrca  fuori  di  ejfo  il  punto  M  tale  ,  che 
condotta  MB  nórmale  al  diámetro  AC  ,  che  tagliera  il 
circolo  in  D,  fia  AB  ,  BD::  AC  alia  BM3  e  perche 
infiniti  fono  i  punti  M  3  che  foddisjanno  al  problema  ,  fc^ 
ne  dimanda  il  luogo  . 

Sia  M  uno  di  quefti  punti  5  c  chiamata  ACzzay 
AB  =  x  ,  BM—y,  fará  ,  per  la  proprietá  del  circo- 
lo, 
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lo  ,  B  D  ■=■  V  ax  —  xx  ,  e  per  la  condizione  del  proble- 
ma ,  fara  AB ,  B  D : :  AC ,  B  M,  cioé  x,  t/  ax  —  xx : ;  a ,  y ; 
e  peró  jy  =  ¿7 1/  ax  —  xx  ,  o  fia  y  —  aVa~^  x  ,  equazione 

alia  curva  da  defcriveríi  ,  che  diceii  la  Verfiera  , 

Poiché  ABzzx  ,  B  M-y  ,  fará  AC  1'aíTe  delle  a?, 
ed  AQ,  parallela  ahVBAf,  1'aíTe  delle  ordinate  y  .  Si 
ponga  primieramenre  x~o3  fará  y  =  09  ,  e  pero  AQ_ 

l'afintoto  della  curva  .  Sia  y  —  o  ,  fará  av  a  —  x~  o  ,  o 
peró  ;  quando  adunque  fia  x  —  a^  la  curva  taglie- 
rá  1'aíTe  AC ,  e  paíferá  per  confeguenza  per  lo  punto 
C,  che  ne  fará  il  vértice  .  Sia  x~AR~  a  ,  fará yzza  ; 

fui  x-APzi  vi  I  fará  ;  fia  xzzAFzz  $r  fará 

ym«í4^  .  Poíla  $  maggiore  di  ¿,1a  quantká  fotto  il  íegno 

radicale  fará  negativa  ,e  la  curva  immaginaria.  Pervedere 
fe  la  curva  íia  concava,  o  conveíTa  all* aífe  AC ,fi  faccia  la 
proporcione  ;  come  CPzz  a  (che  CQrrifponde  alia  xzz  *$a) 

?  ¿rí-s  "  t+nua  3uÜRufiu&'  ñu '  Ssir - rVÍ  ti 
aliaje  a  i^-  ,  cosí  CF=-  5  ( che  corrifponde  alia  #  =  4¿) 

al  quarto  ,  che  fará  4¿       ;  raa    la    x  —  4a  ci  da 

y  =  í  K-  ,  e  4.7         é   minore   di   4       ,  adun- 
5 

que  fará   la  curva  concava   all'  aíTe  A  C  ;    ma  per 

l'alin- 
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l'afintoto  AQ  deve  anche  eíTere  convelía,  adunque  fará 
in  parte  concava  ,  ed  in  parte  convelía  ,  e  pero  avra 
un  fleíTo  contrario,  il  quale  fi  trovera  col  método  da 
darfi  a  fuo  luogo  ;  e  perché,  prefa  la  x  negativa,  é  ne- 
gativa la  quantitá  fotto  il  vincolo  radicale  del  denomi- 
natore  ,  cioé  immaginaria  la  y  ,  perció  la  curva  fará  , 
come  fi  vede  nella  Fig.  135.  avvertendo,  che  eíla  curva 
á  un  ramo  íimile  ,  ed  eguale  al  ramo  CLM,  dalla  parte 
delle  y  negative  • 

PROBLEMA  IV. 

139.  Data  la  retta  indefinita  NN,  (  Fig .13^.) 
dato  un  punto  P  fuori  della  medefima  >  fi  do  manda  il  pun- 
to M  tale  9  che  condotta  da  ejfo  al  punto  P  la  retta  MP, 
fia  la  inter cetta  fra  la  linea  indefinita  NN,  ed  il  punto 
M,  eguale  ad  una  data  linea ,  e  perche  infiniti  fono  i  pun- 
ti  ,  che  foddisfanno  ,  fi  cerca  il  luogo  di  ejfi  punti . 

Si  tiri  dal  punto  P  la  retta  P  A  perpendicolare  alia 
NN ,  e  la  retta  PM  ad  un  qualunque  punto  Af ,  che  ÍI 
fupponga  eíTere  uno  di  quelli ,  che  íi  cercano  ,  e  con- 
dotta la  retta  ME  parallela  alia  NN,  ii  chiami  PS=:b, 
SE~x  ,  EM—y  l  e  fia  SA—a  la  data  linea  ,  a  cui  de- 
ve  eíTere  eguale  la  retta  NM ,  per  la  condizione  del  pro- 
blema .  Si  tiri  dal  punto  N  la  retta  NO  perpendicolare 

alia 
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alia  ÉM9  fará  MOzzWaa —  xx  ,  e  per  i  triangoli  íimili 
PEM,  NO  M;  PE>  EM     NO  ,  OM,  cioé  b +-  x  9 

y  ::  x  ,         — atat  5  e  pero  b  ^x  V  aa  —  xx  —  xy  > 
quadrando  y  xxyy  ~  aaxx  —  x  4  -f-  2aahx  — -  2¿a;  3  +-  — 
,  e  finalmente 

j/  =:  ±  V aaxx  —  x*     zaabx—ibx1     #¿z¿& — ¿¿a;*  ,  equa- 

^ione  alia  curva  da  defcriverfi  ,  che  é  la  Concoide  di 
Nicomede  , 

Tre  diverfi  cafi  poíTono  difliqguerfi  in  quefto  pro- 
blenia  ;  cioé  puó  effere  bzza;  puó  effere  b  minore  di  a; 
e  finalmente  b  maggiore  di  a  .  Sia  in  primo  luogo 
b  —  a}  fi  minera  l'equazione  nella  feguente 

y  =±  1/ —  x  +  +<  2a3  x  —  2axl+*a*  . 

Poiché  SEzzx  ,  EM-y  ¡  fará  NN  l'affe  ,  a  cui  fi 
riferifcono  le  y  r  e  P  A  quello  delle  x  9  delie  quali  S  é 
1*  origine  ,  Pongo  in  primo  luogo  x  —  o3  per  vedere_* 
fe  la  curva  paíTa  per  lo  punto  S  ,  e  perché  ne  vien&_, 
y  zz  ±¿  aa  }  cioé  y  infinita  pofuiva  ,  e  negativa  5  fará 

o 

NN  l'afintoto  delía  curva ;  pongo  yzzo  per  vedere  do- 
ve  !a  curva  taglia  l'affe  PA,  e  fará  — x++-ia*x  — 
2ax3  -h  a+zzo  J  onde  rifoíu'ta  colíe  rególe  giá  infegnateL» 
quefVequazione  ,  le  radici  di  eíTi  ci   determineranno  i 

pünti 
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punti  ,  ne'  quali  la  curva  incontra  il  detto  aíTe  PA;  nía 
quattro  fono  le  radici  di  queíV  equazione  ,  cioé  x~a 
pofitiva,  e  tre  eguali  ncgative  x~—~  a,  dunque  la_. 
curva  incontrerá  1'aíTe  in  due  punti  lontani  dal  punto 
S  la  quantitá  a  ,  ma  perché  non  íi  tratta  per  ora  ,  che 
delle  x  pofitive,  hartera  confiderare  il  valore  pofitivo, 
e  pero  la  curva  partera  per  lo  punto  A.9  eíTendo  ,  co- 
me .  ü  é  íuppoílo  ,  SAzza.  Sia  x~\a  ,  fará  yzz  4r 

v  27aat .  Sia  x  —  2a  ,  fará  y~±.  i^i2jaa  .  Sia  x  mag- 

z  3  ó 

giore  di  a  ,  fará  negativa  la  quantitá  fotto  il  vincolo  ra- 
dicale  5  eíTendo  in  quert'  ipoteíi  il  primo  termine  mag- 
giore del  quarto  5  ed  il  terzo  maggiore  del  fecondo  , 
onde  prefa  la  x  maggiore  di  a  ,  fará  la  curva  immagi- 
naria  .  Reda  da  vedcríi  "fe  fia  fempre  eíla  curva  con- 
velía ali'afíe  PA ,  giacche  in  parte  deve  eíTerio  per 
cagione  dell'aíintoto  NN.  Si  faccia  adunque  la  propor- 

zione:  comeAEzz-  a  ( la  quale  corrifponde  alia  a  ) 
álla  y  zz  V  27 aa  >  cosí  Alzz-  a    al  quarto  5  che  fará 

— —  5 

•  /  27^/7 ,  ma  <47=-j  0  corrifponde  alia  x=ia_,  e  perció 

r~    .   3 

alia  y—Vii^aa,  e  la  V  ii^aa  e  maggiore  di  vz^aa, 

dunque  la  curva  fara  in  parte  concava  all' aíTe  PA,  ed 

in 
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in  confeguenza  avrá  un  fleíío  contrario  ,  come  fi  vedrá 
a  fuo  luogo  .  E  perché  al  medefimo  valore  della  x  cor- 
rifpondono  due  valori  eguali  della  y.,  Tuno  pofitivo  , 
l'altro  negativo,  avrá  la  curva  un'altro  ramo  dalla  par- 
te dellc  y  negative  íimile  ,  ed  eguale  a  quello  dalla_. 
parte  delle  pofitive  ,  e  fará ,  come  íi  vede  defcritta-, 
nella  Fig.  i$<5. 

Per  defcrivere  la  curva  dalla  parte  delíe  x  nega- 
tive ,  converrá  cambiare  i  fegni  de'  termini ,  ne'  quali  la 
incógnita  é  elevata  a  poteüá  difpari ,  onde  fará  l'equa- 

zione  y  —  iz.  \/  —  x 4  — -  2a¡  x  +■  lax 3  +-  ¿2 4  .  Sia  in  primo 

—  X 

luogo  adunque  x=o  ,  fará  y  —  ±.aa\  e  perció  A7  A? 

l'afintoto  della  curva  anche  dalla  parte  dei  negativi . 
Sia  y—p  ,  fará  -  —  a?* — 2a3 x  4-  2ax}+-  a  +  —  o  ,  da  cui  fi 
ricavano ,  come  fopra  ,  quattro  radici  ;  tre  eguali  pofiti- 
ve  x  —  a,  ed  una  negativa  x  — — a.  La  radice  negati- 
va ,  che  era  pofitiva  nel  cafo  anteriore  ,  fi  é  giá  fiíTata 
nella  concoide  fuperiore  ;  i  tre  valori  eguali  poi  figñi- 
ficano  ,  che  nel  polo  ,  dhlante  appunto  la  quantitá  a 
dall' origine  delle  x  ,  avrá  la  curva  un  .regreflb,  di  cui 
fi  tratterá  nel  método  dei  fleffi  contrarj  .  Sia  x  —  \a  , 
fará  y  —  tiV^aa  \   fia  x—2a,  fará  y~  tLV  ^aa  .  Si 

prenda  x  maggiore  di  a9  fará  la  curva  immaginaria-,  , 

C  c  c  per- 
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perché  eíTendo  la  quantitá  fotto  íl  vincolo  radicale  ü 
prodotto  di  xx — zax-t-aa  ,  quantitá  fempre  pofitiva,  in 
aa  —  xx  ,  che  in  quefta  ipotefi  é  negativa  ,  fará  nega- 
tiva tutta  la  quantitá  fotto  il  fegno  radicale  ,  e  peró 
immaginaria  la  ordinata  y  .  Si  faccia  ora  la  proporzio- 

ne  :  come  PRzz\a  (fatta  SR—\a)  alia  v^aa  ,  cosí 

PQ  —  ^a  (  fatta  SQ  =  2a_)  sil  quarto  ,  che  fará  y  $aa  , 

i  3 
raa  alia  SQ~za9  cioé  alia  PQ—a  corrifponde  Ia_. 

y  —  jsjaa  ,e  V ¿aa  é  minore  di  V^aa  ,  adunque  fará 

6~~  6~  i 

fempre  conveíTa  la  curva  all'aíTe  NN,  (  fuppofto ,  che 
non  abbia  fleífi  contrarj )  ed  avrá  due  rami  fimili ,  ed 
cguali  fra  loro  ,  corrifpondendo  alia  fteíTa  x  due  valori 
eguali  della/,  l'uno  pofitivo  ,  l'altro  negativo,  e  pe- 
ró fará ,  come  fi  vede  defcritta  inferiormente  nella_. 
Fig.  i$6. 

240.  Sia  ora  b  minore  di  a  ,  I'equazione  é  adunque 
y  —  ±L  1/  aaxx  —  x  +  +-  zaabx  —  zbx 3  +-  aabb  —  bbxx . 

X 

Pongo  x  ~  o  ,  fará  y—±:  ab  —  ±.  00  ,  e  peró  NN 

O 

{Fig.  137.)  anche  in  quefto  cafo  I'afintoto  della  curva;  fia 
y— o,  fará  aaxx — at4+  zaabx — ibx^aabb — bbxxzzo, 

Je 
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le  di  cui  qqatt.ro  radici  (  cioé  x  —  tía  ,  e  due  tra  loro 
eguali  #  —  —  b)  determineranno  i  punti  ,  ne'  quati 
curva  taglia  I'-aíTp  PA  ;  ¿na  per  ora  baílerá  conüderare 
il  valore  pofitivo  xzza,  e  perché  SA=za,  fará  A  il 

Vértice  della  curva.  Pongo  xzz^a  —  SE ,  fará  y~+^ 

— —  ~— ■  .M 

\/7>aa+-  izab+-  nbb  __  EM  .  Pongo  x  —  ia  —  SI ,  fará 

2   -  — 

y  —  ±.  Vioaa  +■  6oab+-  tfbb  —  IK  .  Faccio  la  proporzione: 
_  , 

'AE(-a),  EM  (  v  $aa  +•  iznb^  izbb  )::AI(-a)  al 

2/     *  B 

quarto  ÍF,  che  fará  i/-$aa+-  uab+*  izbb  3  per  vedere  fe 

la  curva  é  concava  ,  o  convelía  all'  aíTe  S  A  ;  ma  prefa 
Al— ■-a  i  üiSI—za,  a  cui  corrifponde 

IK—yzz  V  2oaa+-  6oab+-  4$bb  ,  e  fi   trova  eíTere_» 

6 

IViy-i,  aa-h  1 2ab-h  i  zbh)  minore  di  IK  (yioaa*-  6oabji-^bb\ 

dunque  fará  la  curva  concava  all'  affe  SA;  raa  poiché  va  all' 
afintoto  NN,  fará  puré  conveíTa  ,  e  pero  avia  un  flef- 
fo  contrario  . 

E'  chiaro  ,  che  prefa  1'afliíTa  oltre  il  punto  A,  cioé 
la  x  maggiore  di  a  s  non  vi  fará  curva ,  poiché  il  fe- 

Ccc  2  condo 
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condo  termine  del  radicale  farebbe  maggiore  del  primo,1 
il  quarto  maggiore  del  terzo  y  il  fefto  maggiore  del 
quinto  ,  e  pero  negativa  la  quantitá  fotto  il  vincolo , 
cioé  immaginaria  la  y  . 

E  perché  alia  íleíTa  afíiíla  x  corrifpondono  due  or~ 
diñare  eguali ,  una  poíltiva  l'altra  negativa,  fará  l¿u 
curva  la  fteíTa  anche  dalla  parte  delle  ordinate  negative, 
ed  a  un  di  preíTo,  come  nella  Fig.  137. 

Per  defcrivere  la  curva  dalla  parte  delle  afíiíTe  x 
negative  ?  muto  il  fegno  nell'equazione  ai  termini  7  ne8 
quali  la  x  é  a  poteftá  difpari  ,  ed  é 

y  —  ±  Waaxx —  x* — 2aabx-b*  2bx*  4-  aabb —  bbxx ♦ 

Pongo  xzzo  ,  e  trovo  yzz±.  ab  ,  cioé  infinita  ,  ei* 

■- 

peró  NN  fará  puré  Pafmtoto  .  Pongo  y  —  o9  e  fará 
aaxx  —  x 4 — 2aabx  -t-  2bx3  +-  aabb  —  bbxxzzo;  le  quattro 
radici  di  queíVequazione  ,  che  fono ,  due  x  —  ¡h  a  ,  e  due 
cguali  x~b  ,  determinano  i  punti  ,  dove  la  curva  taglia 
1'aíTe  AP  .  La  negativa  at~ —  a  mi  da  il  punto  A9  Ia_* 
pofitiva  x=a  il  punto  m  ,  e  le  due  eguali  x~b  il  pun- 
to P ,  che  fará  un  nodo  della  curva;  prefa  PRzzSRzz 
~b~x  ,  fará  y  —  ±^  ^^aa  —  bb-RT ;  prefa  PQ~Í  b  , 

cioé  SQ-x~^  b,  farájv=¿:  i/^-4^zOfí  >  Faccio 
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l'analogia  PR  tf|)J  RT  {V  ^aa  —  bb)  ;:  PQ  (~b), 
QO  (Vqaa  —  bb  ),  per  vedere  fe  la  curva  é  cdncava_.  \ 

3 

o  conveíTa  ^ll'aíTe  PS  ,  ma  QO  \V  ^aa  —  bb)  é  tuag- 
giore  di  QH  (i/paa  —  qbb  )  0  adunque  la  curva  c  con- 

6 

veíTa  all'aíTe  PS  y  e  fcguita  ad  eíTerlo,  andando  alP  afín 
toto  NN. 

Prefarl'afMa  oltre  il  punto  m  ,  cioé  x  maggiore_* 
di  a  j  non  vi  fará  curva  ,  perché  il  radicale 

l/aaxx —  x  +  —zaabx+2bx*+*aabb  —  bbxx  é  lo  fleííb  , 

che  ^ aa  —  xxX  xx  — *zbx*-  bb ,  ma  porta  x  maggiorc 
di  a  ,  fará  aa  —  xx  quantitá  negativa  ,  ed  xx  —  zbx-^bb 
é  quantita  pofítiva  ,  adunque  negativo  il  prodotto  ,  e^» 
pero  immaginaria  la  ordinata  y  .  Prefa  l'aíTiíIa  oltre  il 
punto  P  ,  cioé  x  maggiorc  di  b  9  ma  pero  minore  di  a, 
fará  aa< — xx  ,  come  puré  xx  —  ibx^bb  ,  quantita  poít- 
tiva  ,  e  peró  poíltivo  il  prodotto  ,  e  reale.  la  ordinata^, 
adunque  tra  P  y  ed  m  corrifponderá  puré  la  curva ,  e_> 
fará  eíTa  la  foglia  Pxmy  col  nodo  in  P  9  e  la  curva  fará 
a  un  di  preíTo  5  come  nefla  Fig.  137. 

241.  Sia  finalmente  b  rnaggiore  di  a  3  l'equazione 
é  la  íteíTa  del  cafo  anteriore  ,  e  prefe  le  afílíle  x  poíi- 

uve  3 
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tive  ,  é  puré  íimile  la  curva ,  prefe  poi  le  x  negative , 
e  fuppoíta  yzzo  ?  le  quattro  radici  dell'equazione  ,  cioé 
x~±z  a,  e  le  due  eguali  x~b  danno  bensi  i  medeíi- 
nii  punti  A¡  m>  P  nell' aífe  PA\  ma  il  punto  m  é  ai 
di  fopra  del  punto  P,  ed  aílunta  1'aíMa  maggíore  di 
Sm  ,  cioe  x  maggiore  di  a  ,  fará  aa—xx  quantitá  ne- 
gativa ,  e  perche  é  xx  —  2bx+-bb  quantitá  poíltiva  y  fa- 
rá negativo  il  prodotto  ,  e  pero  immaginaria  l'ordinata 
y  ,  adunque  la  curva  non  avrá  la  foglia  deli*  anteriore , 
ma  avrá  in  m  il  vértice  .  E  poiché  la  curva  é  prima-, 
concava ?  e  poi  conveflfa  all'afle  PS,  come  fácilmente 
fi  puó  vedere  ,  e  va  al?  afintoto  NN ,  fará  a  un  di  pref- 
fo ,  come  nella  Fig.  138. 

242*  Quefto  método  di  defcrivere  le  curve  per  in- 
finiti  punti  puó  forfe  ridurfi  á  maggior  perfezione  col 
ferviríi  anche  di  coftruzioni  geometriche  .  Ne  daró  al- 
cu  ni  efempj ,  i  quali  bafteranno  a  mettere  la  cofa  in 
chiaro . 

ESE'MPIO  % 

Vogliafi  coflruire  per  varj  punti  la  curva  del  Pro- 
blema L  num.  235.  ,  che  é  la  CiíToide  di  Diodo  , 
la  di  cui  equazione  fi  é  trovata  eíTere  y  zz  xx 

V  ax  —  xx 

Col 
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Col  faggio  AC—\a  (  Fig.  133.)  defcritto  il  circo- 
lo  AEBe  ,  e  prefa  ad  arbitrio  A  Pzzx  ,  oíTervo,  che  la 

corrifpondente  ordinata  Pf  é  —  Vax —  xx  ;  per  lo  pun- 
to f  tiro  il  diámetro  / CD  ,  e  congiunti  i  punti  A,  D 
colla  linea  A  D  ,  il  punto  M,  in  cui  ella  taglia  1' ordi- 
nata fuperiore  P  F  continuata  ,  fe  fa  bifogno  ,  fará  alía_. 
CiíToide.  Imperciocché  efíendo  retto  1' angola  nel  ferai- 
circolo  fAD  ,  ficcome  puré  l'angolo  APM  delle  coor- 
dínate ,  faranno  fimili  i  triangoli  AfP,  APM,  e  pero 

fará  1' analogía  fP  ,  APr.AP,  PM,  cioé  Vax — xx  , 
x  ::  x,y,  onde,  fará  y  —     xx      ,  il  che  ec. 

r   ax  *¿>  xx 

In  altra  maniera  :  poiché  fono  fimili  i  triangoli 
P  Cf ,  CD09  per  efler  retti  gl'angoli  P  ,  O  ,  ed  eguali 
gl'angoli  al  vértice  PCfy  DCO;  ed  in  oltre  Cf-CD, 
fará  anco  CPzzCO,  proprietá  della  curva. 

ESEMPIO  II. 

Sia  la  curva  del  Problema  II.  num.  237  ,  la_* 
di  cui  equazione  é  iz  y  —  ax  —  xx  .  Col  raggio  AB  —  a 

•Mr  ta.x  — -  XX 

(  Fig.  134.  )  ü  deferiva  il  circolo  AFD  ,  prefa  unaqua- 
lunqne  AP-x,  fi  tiri  dal  punto  P  l'ordinata  PFzz 

Viax —  xx9  e  condotto  il  raggio  BF,  fi  tiri  A  HE 

'  ad 


39i  INSTITUZIONI 

ad  eííb  nórmale  ,  taglierá  quefta  l'ordinata  PF  conti- 
núala ,  fe  bifogna  ,  nel  punto  M ,  che  fará  alia  curva_. 
AMB,  che  fi  cerca  .  Imperocché  eíTendo  fimili  i  due_» 
triangoli  AMP,  FMH,  ed  in  oltre  íimili  i  triangoli 
FMH ,  FBP  ,  fará  il  triangolo  AMP  fimile  al  triango- 
lo BFP  ,  e  pero  fi  avrá  PF,  PB::AP,  PM,  cioé 

viax —  xx,  a  —  x  x,  y  ,  onde  fi  ricava  l'equazione 
propoíla    ax  —  xx  —y  ,  ü  che  ec. 

In  altra  maniera:  poiché  il  triangolo  AMP  é  fimi- 
le al  triangolo  AHB  ,  e  fi  é  veduto  di  fopra  ,  che  il 
triangolo  AMP  é  fimile  puré  al  triangolo  FPB  ,  fará 
il  triangolo  AHB  fimile  al  triangolo  FPB  ,  ma  il  lato 
AB  —  BF,  dunque  fará  anche  BH-BP  ;  fi  tiri  la  ret- 
ta  MI  parallela  ad  AB  ,  faranno  fimili  i  triangoli  BHE, 
MIE  ,  ma  faranno  anche  fra  loro  equilateri ,  eíTendo 
BH-BPzzMI ,  dunque  fará  EB  —  EM,  che  é  la  pro- 
prieta  fundaméntale  della  curva  propofia  . 

E  S  E  M  P  I  O    1 1  T. 

Sia  da  defcriverfi  la  Verfiera  del  Problema  III. 
núm.  238. ,  la  di  cui  equazione  ty—a  1/ ax — xx  .  Ef- 

X 

feudo  il  diámetro  del  circolo  AC  —  a,  e  prefa  ad  arbi- 
trio 
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trio  una  qualunque  AB  —  x  ,  (  Fig.  135. )  fi  tirino  le  in- 
<iefinite  BM,  CE  perpendicolari  ad  AC,  indi  per  lo 
punto  D  ,  in  cui  la  B  M  taglia  .il  circolo  ,  fi  tiri  A  D  , 
che  prodotta  tagliera  CE  in  E  ,  dal  punto  E  fi.abbafli 
una  parallela  ad  A  C ,  incontrerá  eíTa  la  B  M  nel  punto 
M,  che  appartiene  alia  curva  .  In  fatti ,  per  la  proprie- 

tá  del  circolo  ,  BD  —  V  ax —  xx,  e',  per  i  triangoli  fimi- 
li  ABD  ,  ACE,  é  AB  ,  BD  :  :  yíC,  CE,  cioé  #  , 

t/¿w —  xx  a,  CE  —  ai^ax —  xx  —y  ,  equazione  del- 
la  curva  . 

E  S  E  M  P  I  O  IV. 


Sia  da  deícriverfi  per  varj  punti  la  Concoide  di  Ni- 
comede  del  Problema  IV.  num.  239. ,  la  di  cui  equa- 
zione +r  y  —  b+z  x  [/ aa  —  xx  ;  fia  SA  —  Sa~a,SP  —  b, 

col  raggio  SA—a  fi  defcriva  il  circolo  ABC  a,  (  Fig. 
139. )  e  prefe  ad  arbitrio  due  affiíTe  SE  ,  Se  tra  loro 
eguali ,  che  íi  chiamino  x ,  pofitive,  e  negative  ,  fi  tiri- 
no le  ordinate  EB  ,  e  C,  ciafcuna  delle   quali  fará 

—  v  aa  —  xx  ,  e  fi  producano  oltre  i  punti  B  ,  C  inde- 
finitamente ,  per  i  punti  5",  B  fi  tiri  la  retta  SB  ,  e  per 
lo  punto  P  ad  eíTa  fi  tiri  parallela  la  PM ;  i  due  pun- 
ti M ,  m,  ne'  quali  la  PM  taglia  le  due  rette  EB,  eC, 

Ddd  an- 


394  INSTíTUZIONI 

apparterranno  alia  curva  ,  che  íi  cerca  ,  vale  a  diré  il 
punto  M  al  ramo  fuperiore  ,  ed  il  punto  m  al  ramo  iür 
feriore  della  Concoide  . 

E  quanto  al  punto  M  :  poiché  fono  íimili  i  due_* 
triangoli  SEB ,  PEM%  fará  SE ,  EB::PE,  EM , 

cioe  #  ,  «/¿ra —  xx  ::  b+~  x  ,  y  ;  e  confeguentementc^ 

l'equazione    ¿; ipl^W^i  fpettante  al  ramo  fupe- 

riore  della  Concoide  l 

Riguardo  poi  al  punto  m\  condona  la  linea  SCI 
fará  il  triangolo  ¿VCeguale  al  triangolo  SEB,  ma  il 
triangolo  Pem  é  ñmile  al  triangolo  SEB  ,  dunque  fará 
anco  ííriiiie  al  triangolo  SeC,  e  peró  ü  avrá  1* analogía 

Pe  p  em  : :  Se  ,  eC  7  cioé  — x0  V  aa  —  xx  ::  b  —  x  ,  y  , 

onde  ü  rica  va  l1  equazione  y  —  ¿    #  — -  xx  ,  che  é 

appunto  quella  ,  che  appartiene  al  ramo  inferiore  della 
curva  . 

Condotta  per  lo  punto  5  la  indefinita  5  N  parallela 
alie  ordinate  EM9  em3  fácilmente  íi  ricava  dalla  co- 
ílruzione  fuperiore  la  principale  proprietá  della  Concoi- 
de,  cioé,  che  fe  dal  polo  P  fi  condurrá  la  PM  5  ~la_, 
quale  tagli  la  curva  nei  punti  M,  m  ,  e  la  SN  nú  pun- 
to N9  faranno  le  intercette  mN9  NMfra.  la  curva,  e 
la  indefinita  SN  di  lunghezza  fempre  cortante  ,  ed 

eguali 
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cgualr  ad  S AzzSB~a  .  Imperciocché  per  la  coftruzio- 
fara  SBMN  un  parallelograramo  r  e  pero  NMzzSB* 
rna  condotta  NO  paraliela  ad  Se  ,  fono  fimili  i  triango- 
li  SBE  ,  mNO y  ed  in  okre  NOzzSezzSE  ,  dunqui^ 
fara  mN—SB  9  ed  in  confeguenza  mN  —NMr  il  che  ec* 

243.  Le  coftruzroni  dei  primi  tre  Efempj  riefcono 
aílai  femplrci ,  non  eíTendofi  in  eíle  adoperati  fe  noa 
che  circoli  di  dato  diámetro  ,  e  rette  linee  .  In  altri  in- 
contri  verranno  ad  ufo  le  fezioni  coniche,  defcritte  an- 
che tal*  ora  con  diametri  ,  pararaetri ,  e  rettangoíi  va- 
riabiíi  ,  ma  che  fi  prendono  come  cofianti  per  determi- 
nare uno  ,  o  piú  punti  della  curva  . 

Per  darne  nn*  efempio  :  vogliafi  cofíruire  per  pun- 

ti  la  curva  deíl*  equazione  x  i^iax —  xx—yy  (Fig.  140.) 
Dcfcritto  il  circolo  JHBhy'ü  di  cui  diámetro  ABzzia, 
prendo  ad  arbitrio  AD  —  KB  —  x,  fara  DE  —  KIzz 

Vzax — xx.  Col  parámetro  DE,  all'aíTe  ^fí'defcrivo 
la  parábola  apolloniana  GFAfg>  e  D  F,  Df  daranno 
i  vaíori  pofitivo  ,  e  negativo  c\iy9  po%  x  —  jíD;KG9 
Kg  i  vaíori  pofitivo,  e  negativo  di  y  ,  porta  x  —  AK. 
I  quattro  punti  per  tanto  F  ,  /,  G  ,  g  faranno  nella_, 
curva,  cercara  .  Con  fimií  método  ,  variato  il  valore  del- 
la x  ,  íí  determineranno  altri  punti  delía  noftra  curva. 

244.  La  feconda  maniera  di  coftruire  le  curve  fuperíori 
al  fecondo  grado  fara,  come  6  detto  al  num.  220.,  per 

Ddd  2  mezzo 
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mezzo  di  altre  linee  di  grado  inferiore ;  e  per  com  in* 
ciare  dalle  parabole  di  qualunque  grado,  fi  offervi  pri- 
ligeramente,  che  la  parábola  apolloniana  é  una  foiay  e 
fi  efprime  coll'equazione  ax—yy;,  le  cubiche  fono  due, 
cioé  aaxzzy*  ,  axxzzyr;  quelle  del  quarto  grado  fono 
tre  ,  cioé  a1  xzzy*  ,  aaxxzzy*  9  axlzz y*  .  Quelle  del 
grado  n  fono  n  —  i  ¡  cioé  axn-  lzzyn\  aaxn~"L~yn\ 
ai  xn~~  l~yn  ;  a*xn~i  —  y}2  ,  e  cosí  fuccefíivamentc* 
fin'  a  tanro  ,  che  l'efponente  della  x  fia  l'unitá  . 

245.  Tune  quelle  ,  che  ánno  la  x  coll' efponente  deli' 
unitá  ,  11  chiamano  parabole  prime,  onde  aax~yl  y 
a*xzzy+,  an~  1  x  zzy11  fono  tinte  parabole  prime . 

Per  coílruire  qualunque  parábola  di  qualíivoglia_* 
grado  ,  fi  dia  principio  dalla  parábola  prima  cubica^ 
aax  ~yl  . 

E'  manifefta  ,  che  quefta  averá  due  rami ,  uno  po~ 
fitivo  ,  negativo  l'altro ,  imperocché  pigliando  la  a;  po- 

fitiva  ,  fará  pofitiva  anche  la  y  ,  cioé  y  zz  y/  aax:  7  o 

queflo  fará  il  ramo  pofitivo  . .  Ma  pigliando  la  x  nega- 
tiva ,  fará  negativa  anche  h  y  ,  cioé  y  zz  ^  — aax,  (che 

non  é  punto  quantitá  immaginaria )  e  quefto  fará  il  ramo 
negativo  ,  F  chiaro,  che  i  due  rami  vanno  all'infinito  , 
e  fono  concavi  alI'aíTe  JE  .  (  F/g.  141.  ) 

Per  paííare  alia  coflxuzione  :  íl  ponga  yy  zz  az  t  e 
folVituendo  neirequazione  aax  zzyz  5  in  luogo  di  yy  \  que- 

ílo 
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flo  valore  az  ,  l'equazione  alia  parábola  cubica  fi  mu- 
terá  in  queíV  altra  ax  —  zy ,  che  fi  rifolve  nelia  feguen- 
te  analogía  a  ,  z  : :  y  ,  x  . 

Ció  pofto  ,  all'  aíle  A  B  fi  defcriva  la  parábola  delb 
equazione  jyy  =  az  ,  e  fia  DAE  .  Sia  ABzzz  ,  BE— y; 
BDzz — ,  ACzza,  e  fi  conduca  CB  ,  e  per  lo  punto 
A  la  linea  KAF  parallela  alia  CB  ,  e  fatta  AG—BE, 
fi  tiri  GE  ,  fará  C¿  ;  AB  ::  iíG,  GF,  cioé  a  ,  2;:-7, 
a;  ,  onde  prefa  ad  arbitrio  la  AB,  le  corrifpondenti  £F, 
o  fia  yíG  ,  e  GF  faranno  le  coordínate  della  noftra 
parábola  cubica  ,  ed  F  ne  fará  un  punto  ;  imperocché 
reftituendo  nel?  analogía  a  ,  2; : :  y  ,  #  il  valore  di  z  9 
cioé  yy  ,  fará  ¿?  ¿ uypü  ly >,  a?  ,  che  appunto  ci  da  l'equa^ 

zionc  y 3  3  aax  . 

Ma  perché  5  quando  fi  prenda  x  negativa  5  anche  y 
é  negativa  ,  r  analogía  a  ?  z  : :  ,  #  fi  muterá  nella  fe- 
guente  ti1,' i:  i  — y  ,  — x  ;  onde  prefa  AVzzBD  ,  fará 
CA,  AB  :  :  AV,  VK  ,  cioé  a  ,  z: :  — y  ,  — x  ,  ed  il 
punto  K  fará  nella  parábola  cubica  .  II  ramo  A M Fiará 
il  pofitivo  ,  ed  il  ramo  ANK  il  negativo  ■ 

246.  Sia  propofh  da  coflruiríi  la  parábola  prima  del 
quarto  grado  ^x—y*.  Queila  avrá  puré  due  rami  5 
uno  fopra  PaíTe,  l'akro  al  di  fotto,  perché  alia  x  pofitiva 
corrifponde  tanto  y  ,  quanto  — y¡  per  eíTere  i'indice  cel- 
ia poteftá  della  y  di  numero  parí  .  QueíB  due  rathi  ta- 

ran- 
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ranno  cancavi  alI'aJQTe  ,  ed  anderanno  all'  infinito .  Per 
paíTare  alia  coílruzione  ,  faccio  j?5  zz  aaz.,  e  foftituendo 
in  luogo  di  y*  queílo  valore  nell'eqaazione.  propoüa,  fi 
avrá  zy  —  ax  ,  o  fia  a  y  z  : :  y ,  x  . 

All'  aíFe  KC  (  Fig.  142.  )  fi  defcriva  la  parahokj 
delt'equazione  y.*  — aaz.  >  che,  per  éíTere  la  prima  cubica, 
giá  íi  fa  coilruire,  e  fia  quefta  U  QAD  ,  fará.  AC  zz 
GDzzz,  AK-—z9  CDzzJG-y  ,  KQzz—y  .  Pren- 
dafi  ABzza,  e  fi  tirino  le  rerce  BC ,  BK,  e  per  lo 
punto  A  fia  AF  parallela  a  BC,  ed  AP  parallela  a 
KB,  ció  pofto,  fará  BA,  AC::AG,  GF ,  cioé  a, 
z::y,x  ed  ¿1  punto  F  fará  nella  curva  propoth  da 
coftruirfi  ;  imperocché*  effendo  a,  z  ::  y  ,  x  ,  ed  efíen- 
do  ancora  z  zzyi  ,  fará  a,  y% :: y  ,  x  ,  cioé  aix~yt'  , 

Ma  pojché,  eiTendo  x  pofitiva.,.  fi.  puó  prendere  la  y 
anche  negativa,  che  in  q.uefto  cafo  fará  la  KQ ,  e  la 
A  K  fará  —  z  ,  avraíE  puré  B  A ,  AK  : :  XjQ  (cioé  ^íft), 
RP  ,  o  fia  í?^  —  £  :  :  — y  ,  x9  e  pero  il  punto  P  fará 
nella  curva  a"'x.zzy  +  .. 

247.  Sia  propofta  da  coftruirfi  la.  parábola  prima  del 
quinto  grado  a*x~ys  .  Quefta  ancora  avrá  due  rami  , 
uno  pofitivo ,  negativo  Paltro  ;  imperocché  pigliando  x 
pofitiva  ,  fará  y  pofitiva ,  cioé  y—  ^/aAx  ,  ma  piglian- 
do x  negativa ,  fará  y  negativa  ,  cioé  y  zz  jj/  —  a+x . 

Quefii 
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Quefti  due  rami  vanno  all' infinito  ,  e  fono  concavi  air 
aíTe  AB.  Per  pallare  alia  coflxuzione :  hcáo y+zza*  %  $ 
e  foítituendo  queíto  valore  neH'equazionc  propoíia,  fara 
axzzyz  ,  o  fia      z  :  :  y  ,  x  . 

AIl'aíTe  (  F/g.  141.  )  fi  defcriva  la  parábola  dell' 
equazione  y*  —  a3z  9  e  fia  DAE  .  Effendo  AB  —  z9  fará 
BE— y  ,  BD=z — y  .  Sia  AC—a  ,  efi  conduci  CB  ,  e  ad 
eíía  parallela  la  KAF,  indi  íi  tin  la  retta  EFG>eh 
parallela  DFK  .  Ció  pofío  ,  fará  CA9AB::AG,GF9 
{a,  z::y9  x)  ed  il  punto  F  fará  nella  curva  propoíla 
da  coftruiríi  ;  imperocche  eíTendo  a9  z  ;  ;y¿  x9  ed  eífen- 
do  ancora  ¿7 3 2;  zzy  + ,  fará  a  ,  y* : : y ,  x9  cioé yi  —  a* x  ♦ 

Ma  perché  eíTendo  a;  negativa  ,  anche  la  y  fará  ne- 
gativa ,  1*  analogía  a  9  z::  y  7  x  fi  muta  nelia  feguente 
a  ,  z  ::  — r  ,  — #  ,  onde  prefa  AV—  DB  ,  fará  CA  i 
AB  \  \AV¡  FK  (  a,  z  —  y ,  —  x  )  9  ed  il  punto  JC 
fará  nella  curva  propofta  da  coüruirfi  .  11  ramo  AMF 
fará  il  poütivo  ,  ed  il  ramo  ANK  il  negativo» 

248.  Generalmente  fia  propofta  da  cofiruirfi  la  parábola 
an~  1  x  —  yn  .  Facciaü  yn~~  1  3¿  a12~ftz  ,  e  fofHtuendo 
quefto  valore  nell'equazione  propoíla,  fi  avrá  fernpre^ 
zyzzax  ,  Onde  fi  fcopre  ?  che  fi  potrá  fempre  coilruire 
qualunque  parábola  prima  per  mezzo  del  triangolo  ,  e 
deila  parábola  prima  del  proífimo  grado  jnferiore  . 

249.  Ora  faráfacile  paíTare  alia  coitruzione  dell'altre 

para- 
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'  parabole  ancora  ,  cioé  alia  coflruzione  delle  feconde , 
rerze  9  quarte  ce.  di  qu  al  tinque  grado  ;  anzi  quefte  purc 
íi  fono  coflruite  nella  coflruzione  delle  prime  . 

Sia  propofla  da  coílruiríi  la  feconda  parábola 
cubica  axx—y*  .  Pongo  y3  =  aaz  ,  dunque  foftituendo 
neir  equazione  propofla, in  Iuogo  di  y%  5  il  fuo  valore^ 
aaz  ,  fara  xx  —  az  . 

All'aíTe  AB  (  Fig.  143.)  fi  deferida  la  parábola^ 
apoíloniana  AC  dell' equazione  xx  —  az ,  indi  alio  ñeíFo 
a  (le  ñ  deícriva  la  prima  parábola  cubica  dell'  equazione 
y%  —  aaz  9  ed  eíTendo  AB—z  ,  Tara  BE— y  ,  ma  nella^ 
parábola  apoíloniana  AC9  eíTendo  AB  —  z,hvk  BCzzx, 
dunque  fi  avranno  fempre  le  due  coordinare  x  ,  y  della^, 
feconda  parábola  cubica . 

Sia  propofla  da  coflruirfi  la  parábola  terza  del  qu  ar- 
to grado  ax*zzy+  .  Pongo  a'z—y*,  dunque  foílituendo, 
fará  xl  —  aaz.  Sia  coílruita  la  parábola  prima  cubica^ 
xlzzaaz  y  ed  al  medefimo  aíTe  fi  coftruifea  puré  la  pri- 
ma del  quarto  grado  y*zza*z  .  Le  due  ordinate  di  que- 
tfe  curve  corrifpondcnti  alia  medefíma  aíliffa  z  daranno 
le  coordínate  x  ,  y  dell' equazione  propoíta  ax*zzy+  . 

In  tutte  le  altre  di  qualunque  grado  fuperiore  íi 
proceda  eolio  fiefíb  merodo  5  bailando  i  dati  efempj  9 
per  eííere  la  cofa  da  fe  chiara  . 

250,  Solo  rimane  da  oíTervaríl  9  che  la  parábola^, 
feconda  del  quarto  grado  aaxx—y*  non  é  altro  ,  che 

la 
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la  parábola  apolloniana  ,  ma  raddoppiata  in  fenfo  con- 
trario •  E  primieramente  fe  é  aaxx~y+9  fará  anche  5 

eftraendo  la  radice  quarta,     aaxx  —  Vax  —  ±y  .  Ora-. 

V  ax  —  ±zy  >  o  fia  ax=yy  9  altro  non  é,  che  l'equazio- 
ne  alia  parábola  apolloniana  .  La  nofixa  curva  poi  é  una 
parábola  apolloniana  raddoppiata  ,  poiche  il  termine 

aaxx  viene  egualmente  generato  tanto  da  ^  axX  +~ax, 

quanto  da  — ax  X — ax  ,  verificandofi  del  pari,  eíTere 


p/  aaxx  ±3  ^/     axX     ax  ^  ^ — ax  X  —  ax  —  Vax~ 

±^y.  Alie  x  negative  per  tanto  corrifpondono  le  y  reali, 
ed  il  ramo  MA  N  della  parte  dei  negativi  (F/g.  144.)  fará 

afFatto  fimile  al  BAC  dalla  pane  dei  pofitivi  ,  avveran- 

dofi  rifpetto  ad  entrambi  l'equazione  ^/  aaxx  —  Vax  — 

±  y  .  Ma  la  parábola  apolloniana  non  á  il  ramo  dalla-, 
parte  dei  negativi  ,  poiché  pofta  x  negativa  9  fi  á 

V — ax  ~ '  izy.j  curva  immaginaria  . 

Se  fi  alzerá  l'equazione  ax~yy  alia  terza  pote  fia, 
la  curva  corrifpondente  alia  equazione  a 3 x 3  —  y6  non-, 
fará  y  che  la  fola  parábola  apolloniana  .  Alzata  1'  equa- 
zione ax=yy  alia  quarta  potefiá  ,  la  curva  corrifpon- 
dente alia  formóla  a*x*~y%  torna  ad  eíTere  la  para- 
bola  appolloniana  raddoppiata  in  fenfo  contrario.  Gene- 
ralmente fe  la  poteítá  ,  a  cui  fi  alza  la  formóla  axzzyy, 

E  e  e  fará 
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fará  par  i  ,  foddisfará  la  parábola  apolloniana  raddoppia* 
ta  ;  e  fe  fará  difpari ,  foddisfará  la  parábola  apolloniana 
femplice  . 

Una  tale  dottrina  íi  puó  applicare  a  tutte  le  para- 
bole  ?  ecí  iperbple  prime  ,  la  di  cui  equazione  canónica 
1]  e  (prendendo  per  n  un  numero  qualunque  intiero  affer- 
rostivo  ,  o  negativo  )  an~l  x  —  yn  .  Alzata  queda 
poteílá  pari  ,  la  curva  propria  della  nuova  equazione 
fará  la  parábola  ,  o  iperbok  an~~  1x  ~yn  raddoppiata^ 
in  ienfo  contrario  .  Se  la  poteítá  fará  difpari  ,  fvanirá  il 
raddoppiamento  3  e  redera  la  curva  femplice  propriíu 
dell' equazione  'qftmi 1  $^yn  ? 

251.  Dalla  coflruzione  delle  parabole  di  qualunque 
grado  fi  fa  paOTaggio  alia  coítruzione  degl'  Iperboloidi 
puré  di  qualunque  grado  . 

Gli  iperboloidi  del  terzo  grado  fono  due  ,  cioé 
a*  ~  xxy ,  a1  zz  xyy  .  Sia  propofio  da  coftruirfi  hiper- 
boloide dell' equazione  a1  —  xxy  .  Quefta  curva  avrá  due 
rami ,  che  vanno  agl'afintoti  5  e  l*  uno,  e  Tahro  avrá 
le  ordinate  poíltive  ,  ma  le  aíliiTe  in  uno  faranno  pofi- 
tive,  negative  nell'altro. 

Per  coílruirla :  pongo  xx  23  az9  e  foflituendo  ,  fará 
aa~zy9  Fra  gl*  afintoti  AMy  AG  (  Fig,  145. )  fi  defcriva 
hipérbola  FQ  dell'equazione  aa  —  zy .  Prefa adunque  AGzzz, 
fará  GFzzy  ,  indi  dal  punto  G  in  angolo  femiretto  fi 
fi  conduca  GB  ,  e  fará  AB  -  A  G  ~  z  ;  alPafle  ABü 

defcci? 
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defcriva  la  parábola  CAE  dell'equazione  az  -  xx  ,  indi 
condotte  le  ordinate  BC,  BE  ,  e  le  indeíinite  CK}EP 
paraüele  alia  BA  ,  fará  AH—BE—x  ,  e  tirata  FK  pa- 
rallela  a  GD  }  fará  HP-GFzzy.  ahitamente  fará 
A  D  zz  BC  =  —  x,  DK—y ,  ed  i  punti  P3  K  faranno 
nella  curva  propofta . 

Ommetto  la  coftruzione  dell'equazione  a*  —  xyy  , 
perché  é  la  medeíima  }  mutandoil  iblo  le  veci  deüéá 
coordínate  . 

252.  Sia  propollo  hiperboloide  del  quarto  grado  ,  e 
fia  l'equazione  a*  —  x}y  .  Quefta  curva  avrá  due  rami, 
che  vanno  agl'afíntoti ,  ta  uno  de'  quali  fará  x  pofitiva, 
ed  y  pofitiva  ,  e  nell'akro  x  negativa  ,  edy  negativa  . 

Pongo  x,~aazs  dunque  íoílituendo,  fi  avrá  zy  —  aa* 
Fra  gt'afintoti  MF  y  TG  ,  ( Fig.  146.  )  indefinitamente-» 
prodoiti^íi  defcriva  l'iperbola  ER  ,  KO  deli'equazione 
zy  —  aa,e  fará  AF—z>  FE— y,  AM— — z,  MKzz — y; 
dal  punto  F  fi  tiri  FG  in  angolo  femiretto ,  a  cui  fia_. 
parallela  MT ,  e  fará  AG~AF~  z  ;  AT  -  A  M  =—z . 
All'afle  TG  fi  defcriva  la  parábola  cubica  SAH  delí* 
equazione  x*  —  aaz,e{2irh.  A  J—G  H—x  ,A  P~T  S~ — x; 
onde  condotte  le  rette  EC,  K/^parallele  alia  Al,  fará 
JC-y  ,  PP— — y  ,  ed  i  punti  C ,  V  nella  curva  pro- 
poíla  . 

Qui  puré  ommetto  la  coftruzione  dell*  equazione_, 
a*—xy*  ,  perché  é  la  medefima  ,  mutandoil  folo  le  ve- 

Eee  2  ci 
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ci  delle  coordinare  .  Ommetro  ancora  la  coftruzionc* 
dell' equazione  a^—xxyy,  perché  quefta  íi  riduce  alt* 
iperbola  apolloniana  . 

253.  Sia  propofta  la  curva  iperfcoloide  del  quinto 
grado,  e  fia  in  primo  luogo  1* equazione  af  —  x*y  . 
Quefta  avrá  due  rami ,  che  vanno  agl'afintoti  ,  in  uno 
de*  quali  prefa  x  pofitiva,  fará  puré  pofitiva  la  y;  nell' 
altro  prefa  Ja  x  negativa  ,  ci6  non  oílante ,  fará  la  y 
pofitiva  . 

Pongo  xAzzalz,  dunqne  foftituendo,  fará  aazz  zy. 
Fra  gl'afintoti  AG,  AM  fi  defcriva  1' iperbola  apollo- 
niana FQ  dell' equazione  aa  —  zy,  (  Fig.  145. )  onde  pre- 
fa AG—z  ,  fará  GF—y  .  Dal  punto  G  in  angolo  femi- 
retto  fi  conduca  la  GB  ,  e  fará  AB—AG—  z.  All'aíTe 
AB  fi  defcriva  la  parábola  CAE  dell' equazione  x+zza'z, 
e  fará  BE-AH-x ,  BC~AD-  —  x,  e  condotta  FK 
parallela  alia  GD  ,  e  le  CK  ,  EP  perpendicolari  alia- 
(lefia,  fará  HP-DK-GF^y,  ed  i  punti  P  s  K  nella 
curva  propoíla  . 

Sia  l'altra  equazione  a%  —  x%yy  dell' iperboloide  d el- 
lo fteíTo  grado  ,  querta  avrá  due  rami  ,  iraperocché  al- 
ia rteíTa  x  pofitiva  corrifpondono  due  ordinate  y  ,  una 
pofitiva  ,  negativa  l'altra  . 

Pongo  x 3  ==  haz  ,  dunque  follituendo  ,  fará  ay~zyy , 
Fra  gl'afintoti  D  M ,  CN  (Fig.  147.)  fia  deícritto  hi- 
perboloide RG,  FV  dell' equazione  a'-Tyy,  ed  eíTen- 

do 
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do  AH  =  y  ,  AP~—y  \  fará  HI~t-PKzzAB. 
All'aíle  PH  íl  defcriva  la  parábola  cubica  AS  dell'e- 
quazione  x*~aaz  ,  indi  dal  punto  B  fi  copduca  ad  ao- 
golo  femiretto  la  BQ  ,  e  li  alzi  la  perpendicolare  QS, 
fará  adunque  A Q  —  z  s  QS=x .  Per  lo  punto  5  fi  con- 
duca la  retta  OT  parallela  ail'afintoto  NC  9  e  che  ia~ 
contri  le  prodotte  HI  >  PK  ne'  punti  T,  O  ;  eíTendo" 
adunque  AHzzy  9  fará  HTzzx,  A P~ — y,  PQzzx  ,  ed 
i  punti  0  ,  T  faranno  nella  curva  propofta  . 

Le  coftruzioni  dell'  altre  due  equazioni  a 5  zzxxy*  9 
as~xy+  fono  le  medefime  0  mutandofi  folo  le  veci  deile 
coordínate  .  Con  lo  fteííb  artifízio  íi  coílruiranno  fácil- 
mente tutti  glf  iperboloidi  di  qualunque  grado  * 

254.  E'  da  notarfi ,  che  tutte  le  parabole  primea 
defcritte  intorno  ad  un'aíTe  medefimo  ii  tagliano  nel 
medefimo  punto  ;  imperciocché  prefa  per  ciafcuna  di 
elle  la  medeílma  aíTifla  x  =  a  9  fará  per  tutte  la  mede- 
fima  ordinata  corrifpondente  y  — a  ,  il  che  non  puó  eíTe- 
re  fe  non  tagliandofi  tutte  nel  medefimo  punto  . 

255.  In  oltre  y  le  parabole  fuperiori  di  dimen- 
fioni  ( intendendo  delle  prime  )  cadono  prima  di  arri- 
vare  al  punto  della  fezione  al  di  fopra  delle  inferiori, 
avvicinandofi  piú  alia  tangente  nel  vértice  y  e  dopo  la-* 
fezione  piü  quelle  ,  che  quefte,  fi  accollano  all'  affe^  ; 

poiché  eíTendo  nella  parábola  apolloniana  y  zz  v  ax  , 

nella 
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nella  prima  cubica  y~^  aax  ¿  Helia  prima  del  quarto 

grado  y  —     a\x  ec.  >  fe  íi  prenda  x  minore  &  a » 

fará  van  fíiiñore  di  ^  aax  9  e     aax  minore  di  y^a%x 

ec. ;  ed  air  oppofto ,  prefa  x  maggiore  di  a  ,  fará  V  ax 
maggiore  di  y/aax ,  e  ^  aax  maggiore  di  £/a3x  ec- 

IfteíTamente  ,  e  per  fimil  ragione  gli  iperboloidi 
( intendendo  pare  de"  primi )  fi  tagliano  tutti  nel  vérti- 
ce ,  ed  i  fuperiori  di  dimenfioni  cadono  dopo  il  punto 
della  fezione  al  di  dentro  tra  gl*  inferior] ,  e  l'afintoto  , 
fu  cui  ñ  prendono  le  x  ;  e  dalla  parte  dell'afintoto  pa- 
yallello  alia  y  gl'inferiori  cadono  al  di  dentro  tra  i  fu- 
periori ,  e  l'afintoto  íleíTo  » 

256.  Rellano  ora  da  coftruirfi  quelle  equazioni 
che  ánno  piu  termini ,  le  quali  io  diílinguo  in  tre  cali, 
Chiamo  del  primo  cafo  quelle  ,  che  ánno  un  folo  ter- 
mine 9  in  cui  fia  l'indeterminata  y  ,  e  quella  di  una 
fola  dirnenfione  .  Del  fecondo  cafo  quelle,  che  ánno  un 
folo  termine  ,  in  cui  fia  1*  indeterminata  y  ,  e  quefta 
elevata  a  qualunque  poteílá .  Del  terzo  cafo  quelle  y  in 
moíti  termini.  delle  quali  fi  ritrova  l'indeterminata  y  ,  ed 
elevata  a  qualunque  poteílá . 

CASO 
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CASO  t    ESEMPIO  I. 

257.  Sia  propofla  da  coílruiríi  ta  curva  aelr  eqüa- 
zione ¿4 — x^—a^y.  Pongo  yzzt —  qt  e  faccio  le  due 
cquazioni  a*  —  a'tt  x*~a\q.  All'afle  AB  (  f$¿  148.  ) 
defcrivafi  la  parábola  MAC  dell' eqüazione  x*  —  a*q,  ed 
eflfendo  A  D  —  q  ,  fará  DH~  x  ,  —  %  .  Ma  per 
l'equazione  a^  —  a't,  fará  t  —  a,  e  pero  prefa  AB~ 
a  —  t ,  fará  DB~t —  ^  ,  cioé  ±_y  ;  onde  prefa  ad  arbi- 
trio una  qualunque  aflifla  BS~DH=x  ,  e  BO-DF^z 
• — .y  ,  le  SH ,  OF,  parallele  a,  BA  ,  faranno  le  corrif- 
pondenti  ordinate  della  curva  propofla  ,  la  quale  é  una 
porzione  della  medefima  parábola  del  quartó  grado, 

ESEMPIO  tí 

258.  Sia  proporta  da  coflrüirfi  la  curva  dell*  eqüa- 
zione a*4  +-  üx  %~ci%  y  .  Queíta  curva,  per  le  rególe  giá. 
note  ,  fi  fa  avere  tre  rami ,  due  infiniti ,  e  pofitivi ,  ed 
uno  negativo  con  un  maflimo  ,  che  per  ora  non  íi  fa_. 
riconofcere  ,  e  l'aíTe  fará  tagliato  in  due  punti  .  Pongo 
y  —  z-i-t  y  e  faccio  le  due  equazioni  x+—a}z  ,  x 3  ¿  aat . 
All'afle  AB  (  Fig.  149. )  fi  deferiva  la  parábola  MAD 
dell' eqüazione  *4=tf'z,ed  eíTendo  AF—zi  fará  FD  — 
AE~x  .  Per  lo  medeíimo  punto  A  fi  deferiva  la  pa- 
rábola 
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rabola  cubica  CAP  dell'equazione  x%  —  aat  ,  ed  alla_» 
raedeñma  x  corrifponderá  PE—t,  onde  eíTendo  AEzzx, 
fará  PE+EDzzz+-t—y  ,  fatta  PD  parallela  alia  AF, 

dal  che  íi  vede ,  che  prefa  x  pofitiva ,  la  y  crefce  iii  » 

infinito  . 

Prefa  poi  x  negativa  ,  fará  t  negativa  ,  e  per  con- 
feguenza  y  —  z —  t.  Sia  A G  —  x  negativa,  fará  GM—z, 
GT—t,  onde  y  —  MT  negativa  ,  e  fra  tune  le  MT  vi 
é  una  mafíima  .  Prefa  x  — — a,  fará  GM—GT,  onde 
y  —  o.  Prefa  x  negativa  ,  e  maggiore  di  a  ,  fará  G  M — 
G  T  quantitá  pofitiva  ,  onde  la  y  fará  pofitiva  ,  e  crefce- 
rá  in  infinito  . 

La  curva  fará  a  un  di  preflb  della  feguente  forma , 
prendendo  le  x  dal  punto  A  .  (  Fig.  150.  ) 

ESEMPIO  III. 

259.  Sia  propoña  da  coñruirfi  la  curva  dell'equa- 
zione x*+-ax3 — aaxx  —  a%y  .  Quefia  curva  avrá  qtiat- 
tro  rami ;  due  poíitivi ,  ed  infiniti  ;  due  negativi ,  e_» 
finiti  .  In  due  punti  taglierá  l'aífe  ,  ed  in  uno  lo  toc- 
cherá  ,  avrá  due  maífimi  negativi  ec. ;  il  che  II  faprá 
dalle  rególe  da  darfi  a  fuo  luogo  . 

Pongo  y  —  z  —  q ,  e  faccio  le  d  ue  equazioni  x 4  +-  ax 3  — 
a*z?  — xx-  —  aq  •  La  curva  dell'equazione  x+i-ax1  — 
a'z  gia  fi  fa  coÜruire  in  virtü  di  quetfo  método,  e_» 

fia 
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fia  quefla  CBADG,  (Fig.  151.)  in  cui  prefa  AK  —  x 
pofitiva  ,  fará  KG  =z  z  ;  prefa  x  negativa  23  AP  ,  fará 
z  negativa  —  PB  9  prefa  a?  negativa  ,  e  maggiore  di 
A  O  ,  fará  z  pofitiva  .  All'aíTe  AN  fi  defcriva  la  para- 
bola  TAH  dell*  equazione  xxzzaq.  EíTendo  dunque_» 
AK—x  pofitiva,  fará  KH—q  ,  e  GH—z —  q—y,  la_* 
quaie  crefcerá  in  infinito  ,  crefcendo  la  x  in  infinito  . 
Nel  punto  F,  fará  z—q,  ed  y  — o.  Fra  il  punto  F, 
ed  il  punto  A ,  fará  q  maggiore  di  z  ,  onde  z  —  q  fa- 
rá' quantitá  negativa  ,  ed  jj/  negativa,  e  vi  fará  un  maf- 
firao  negativo.  Nel  punto  A  fará  zr=o,  q~o,yz= o. 
Prefa  *  negativa  —  AP  ,  fará  z  -  BP  }  e  negativa^  , 
onde  fempre  negativa  .  Fra  il  punto  A ,  ed  il  punto 
O  vi  fará  una  maffima  BQ  ,  onde  vi  fará  una  mafiima 
y  negativa .  Prefa  x  negativa ,  e  maggiore  di  A  O  ,  fa- 
rá z  pofitiva  ,  ma  minore  di  q  ,  onda  y  negativa  .  Pre- 
fa x  negativa  ,  ed  eguale  ad  A  M ,  fará  z  —  q  ,  ed  y~o. 
Prefa  x  negativa,  e  maggiore  di  AM,  fará  fempre  z 
maggiore  di  q  ,  onde  fempre  y  pofitiva  in  infinito  . 

Se  1' equazione  fará  piü  numerofa  di  termini  ,  lo 
.fleíTo  artifizio  fervirá  ,  ed  abbenche  la  coílruzione  in_, 
quefto  cafo  fi  faccia  piü  compoíla  ,  ed  imbrogliata_.  , 
tuttavia  pero  non  sfugge  il  método  . 

Si  poteva  in  altra  maniera  ancora  coílruire  1*  ultima 
equazione,  facendo y  —  z  +- 1  —  q,  indi  x+z:a*z,  xz~aat, 
—  xxzz —  aq  ,  e  col  mezzo  di  quefte  tre  curve  auíilia- 


\ 
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rie  paíTare  alia  coílruzione  della  principale ,  il  che  om- 
metto  per  brevitá . 

2¿o.  Puó  forfe  fembrare  ,  che  nelle  paítate  cortru- 
zioni ,  e  nelle  poche  ,  che  feguono ,  fia  neceíTario  che 
l'angolo  delle  coordínate  fia  retto,  eíTendofi  tale  fuppo- 
fto  ;  ma  fe  ben  fi  rifletta  ,  íi  vedrá ,  che  ello  angolo 
puó  eífere  ,  come  fi  vuole,  quando  fi  ufi  qualche  pic- 
cola  attenzione  intorno  all' angolo  delle  coordínate  delle 
curve  íufíidiarie  introdotte,  relativamente  all' angolo  delle 
coordínate  dell' equazione  proporta, 

CASO  II.    ESEMPIO  IV. 

261.  Sia  proporta  da  cortruiríi  I' equazione 
x"t:a5  xn~ s ±,amxn—m£.  tc.-y*  ,  Pongo yt  —a*—1^, 
e  follituendo  querto  valore  in  luogo  della  yí  ,  1*  equa- 
zione fará  as  xn~~s ±  amxn"m  ±  ec.  =  a*—  'z  : 
col  método  del  primo  cafo  ü  cortruifca  quefta  curva.., 
pofcia  íl  defcriva  la  parábola  dell* equazione  y*  ~at~  lz, 
e  fi  avrá  la  relazione  tra  le  » ,  e  le  y  della  curva», 
propofta . 


CASO 
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CASO  III.    ESEMPIO  V. 

262.  Sia  propofta  da  coftruiríi  Pequazione 

xm  iz  axn  ir  bx s  ±r  ec.  —  yP  ±z  y?  jz  ec. 

Pongo  yP+^yit:  ec.  —z  y  dunque  foftituendo  ,  Pequa- 
zione  fará  xm±:  axn  ±l  bx  s  ec.  zz  z  .  Col  mctodo  del 
primo  cafo  íi  coftruifca  Puna  5  e  Paltra  di  quede  due-* 
curve  auíiliarie  al  medefimo  aíTe  ,  in  cui  íi  prendono 
le  z  ,  e  íi  avrá  la  relazione  delle  due  coordinare  x  >  ed 
y  della  curva  propofta  . 

26$.  Sino  ad  ora  non  fono  fíate  da  me  confidera- 
te  fe  non  quelle  equazioni ,  che  ánno  le  incognite  fe- 
parate  ,  cosí  che  ,  quando  eíTe  incognite  fono  miñe  fra 
loro  ,  le  rególe  date  non  ánno  piü  luogo  . 

In  queíK  caíi  bifogna,o  con  Pordinaria  divifiono, 
o  con  Peftrazione  delle  radici  ,  o  con  una  congrua  fo- 
ftituz'one  ,  o  con  attri  ripieghi  .procurare  di  feparare  le 
indeterminate  medefime  .  Come  fe  folie  Pcquazione-j. 
a  ly  -h  axxy  =  aaxx  +-  .v4,  dividendo  per  a 5  -h  axx9  farebbé 
y  zz  aaxx  -f-  x* ;  e  fe  folie  Pequazione  aaxy  +-  xxyyzzx*  +-  a*  ¡ 

a 3  +-  axx 

fatta  la  íbíUtuzione   z  —  yx  ;    avremmo  P  equazio- 


\ 
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ne  a'z  +-  aazz  =  x++-a*  ,  nella  quale  le  incógnito 
fono  feparate  . 

Cosí  prepárate  le  propofte  equazioni  ,  fi  paíTa  alia 
coftruzione  nella  feguente  maniera , 


ESEMPIO  VI. 

264.  Sia  1*  equazione  da  cofiruirfi  jy=  aaxx  . 

a 5  +-  axx 

Pongo  aaxx  -t-x^—a1 p  ;  pongo  di  piü  a3  -naxx—aat , 
e  foftituendo  quefti  valori  nell'  equazione  propoíla,  fará 

y—  ap  ,  cioé  t,p::a,y  . 
T 

La  curva  propofta  avrá  due  rami ,  che  vanno  all' 
infinito;  alie  x  tanto  pofitive,  quanto  negative  corrifpon- 
deranno  le  y  pofitive  . 

All'aíle  HD  (  Fig.  152.  )  fi  defcriva  la  curva  LAC 
dell'  equazione  aaxx  +■  x*  =  a  *p  ,  e  pigliando  AD~x, 
fará  DC—p  —  AB  .  Si  prenda  AF—a  —  AM,  indi  col 
vértice  F ,  all'  afíe  H  D  fi  defcriva  la  curva  P  FE  dell* 
equazione  a 3  +•  axx  —  aat ,  e  pigliando  AD  —  x9  fará 
D£=í,  onde  eíTendo  DC—p  ,  fará  DE  =  t  ,  e  fat- 
ta  EG  parallela  ad  D ,  dal  punto  G  fi  tirl  in  ango- 
lo  femiretto  la  GH ,  fará  AH  —  t.  Dal  punto  C  fi  tiri 

CB 
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CB  parallela  a  DA  5  e  fi  conduca  la  retta  BH,  a  cui  ña 
parallcla  MK9  Cara  AKzzy  9  eíTendo  ADzzx;  impe- 
rocché,  per  i  triangoli  fnniti  ^  AÍK  ,  AHB  ,  fará  ^Í  H  % 
AB  ::  A  M,  AK  y  cioé  t ,  p     a  ,  AKzz  ap  —y  ,  ondcL* 

condotra  parallela  all'aíTe  la  faranjio  le  AD,  DQ 
le  due  coordínate  della  curva  propofla  .  Per  avere  Pal- 
tro  ramo  della  noftra  curva,  bafta  prendere  le  x  dalla 
parte  dei  negativi ,  e  replicare  nelia  parte  contraria  la_> 
medefima  coftruzione  • 

E5EMPIO    VI í 

265.  Sia  ora  propofla  da  coflruirfi  l'altra  equazionc 
aaxy  xxyy^x*+-  a*  ,  la  quale  trattata  colle  rególe  dellc 
quadratiche  affette  avrá  le  incognite  feparate  ;  ovvero 
colla  íbftituzione  z—xy  fi  ridurrá  ad  eíTere  a*z-raazz~ 

Col  método  del  terzo  cafo  íi  coflxuifca  quefta 
equazione  ,  e  fi  averanno  le  due  coordínate  x y  z;  indi 
fi  faccia  1* analogía  x,  z::a  al  quarto,  che  fará  la  y  ec. 
Se  una  foftituzione  non  giovcrá  per  liberare  le  indeter- 
minate  dalla  confufio.ne  ,  fe  ne  devono  tentare  dell'  al- 
tre  ,  e  quando  niuna  ferva  ,  le  equazioni  sfuggono  il 
método  efpoílo  ,  onde  bifogna  ricorrere  ad  altri  arrifizj . 
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t6$.  Una  congrua  foftituzione  puó  fervire  negfakri 
cafi  ancora  ,  ne'  quaü  le  indeterminate  fono  feparato  , 
e  quindi  alie  volte  fomminiftrare  una  coftruzione  piu 
facile  ,  e  piü  elegante  ,  e  pero  fará  ferapre  bene  mette- 
re  alia  prova  diveríi  artifizj  ,  ed  in  fine  appigliarfi  a- 
quello  ,  che  fi  giudicherá  migliore  . 

ESEMPIO    VII L 


16J.  Sia  l'equazione  y 4 — qay 1  +-  qaayy  zzia%  x.  Fac- 
cio  2a 3 x  —  z4  , e  pero  fará y*  —  qay 3  +.  qaayy  zz  z4 ;  cioe 
yy  —  2ay~zz,  o  puré  zay  — yy  —  zz  . 

Coííruífco  adunque  quefta  Iuogo  y  che  fará  nel  pri- 
mo cafo  alie  due  Iperbole  equilatere  oppofte  coll'aíTe_. 
trafverfo  —  ia  ;  ed  al  Circolo  nel  fecondo  cafo  col  diá- 
metro zz  ia  9  e  generalmente  a  quelle,  ed  a  queíro  in- 
fierne .  Al  diámetro  trafverfo  ABzz2a  (  Fig.  153.  ) 
fieno  defcritte  le  due  iperbole  equilatere  A  MH  , 
B  M  H  ,  ed  il  circolo  A  M  B  ;  indi  defcritta  al  ver- 
tice  A  la  parábola  dell"  equazione  2a 3  x  zz  z 4  ,  ed  al- 
zara la  perpendicolare  A  Q  indefinita  ,  e  prefa  una_- 
qualunque  A  D  zz  z  ,  indi  condotta  M  M  parallela- 
•ad  A  B  ,  faranno  leDSzzx,eleDMzzy  po- 
fitive  nel  ckcolo  ,  e  nell'  iperbola  da  A  verfo  B  ;  e 


ne- 
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negative  nelP  iperbola  dalla  parte  oppofta  ,  e  la  cur- 
va fará  a  un  di  preííb  ,  come  KAGBF ,  (  Fig.  154.  ) 
in  cui  i  due  rami  AK  negativo,  e  BF  poíitivo  van- 
no  all-  infinito  5  né  avrá  ramo  alcuno  al  di  fotto 
del!'  aííe  AB  ,  perché  non  puó  m%i  avere  la  x  ne- 
gativa . 


/ 


CAPO 
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CAPO  VI. 

Del  método  de'  MaJJimi  ,  e  Minimi ,  delle  Tangenti  de  lie 
Curve  ,  de'  FleJJi  contrarj  3  e  Regrejfí ,  facendo  ufo 
della  {ola  Algebra  Cartefiana  . 

268.  Quantunque  il  calcólo  degl*  infinitefimi  fia 
il  piü  femplice,  il  piü  breve  ,  ed  il  piü  univerfale  per 
trattare  tali  queftioni ,  non  voglio  peró  ,  prima  di  ter- 
minare 1*  Algebra  Cartefiana  ,  lafciare  di  moftrare  bre- 
vemente ,  e  per  modo  d'erudizione  ,  come  le  foluzionr 
di  quefti  queíiti  poíTano  nelle  curve  geometriche  (  cioé 
in  quelle  ,  che  fono  efpreíTe  da  equazione  finita  alge- 
braica )  averíi  fenza  l'ajuto  del  calcólo  difFerenziale . 

E  per  cominciare  da'Maííimi,  e  da'  Minimi,  vale 
a  diré  dal  ritrovare  nelle  curve  geometriche  le  mafli- 
me,o  le  minime  ordinate;  fíala  curva  AGB  (Fig.  i^.,e 
1 56.) ,  e  prefaunaqualunque  ordinata  D  M,  fi  tiri  MF  paral- 
lela  all'aíTe  delle  afliíTe  AE  ,  faranno  eguali  le  due  or- 
dinate DM,  EF9  alie  quali  corrifpondono  due  diverfe 
affiíTe  AD,  AE  ;  ma  quanto  piü  le  ordinate  DM,EF 
anderanno  egualmente  accoftandofi  fra  di  loro  ,  fempre 
minore  fi  fará  la  dirFerenza  delle  aflifle  A D,  AE  ,  fin- 
che cadendo  finalmente  le  due  ordinate  DM,EFndh 

maífi- 
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maífima  CG  ,  o  le  due  LA/,  iVF  nella  mínima  IG  , 
fi  faranno  eguali  le  aífiíTe  ^ÍD  ,  AE  ,  o  le  HL ,  H iV 
rifpetto  ali'afíe  HK  .  Adunque  quando  l'ordinata  fia  la 
maífima,  o  la  minima  ,  P  equazione  della  curva  difpo- 
fta  fecondo  la  lettera ,  che  efprirae  l'aífifTa ,  dovrá  ave- 
re  due  radici  eguali  .  Per  determinarle  fi  formi  un* 
equazione  di  due  radici  eguali,  per  efempio  xx —  rex+* 
ee  n  o  ,  che  é  il  prodotro  di  x —  e  in  x —  e  ,  e  fia  la 
curva  3  di  cui  íi  cerca  la  maílima  ,  o  la  minima  ordi- 
nata  ,  per  efempio  PellifTe  xx  —  zax  +-iayy  —  o  •  deno- 

T~ 

mínate  le  aííiíTe  dál  vértice.  Si  paragoni  quefta  equazione, 
termine  per  termine,  coli' equazione  formata  dalle  due^ 
radici  eguali,  nel  feguente  modo 

xx  —  zax  -h  zayy  zi  o 

xx  —  lex  +■  ee  —o  \ 

dal  paragone  de*  fecondi  termini  íi  trova  a  —e  ,  ma  * 
é  radice  del?  equazione  xx  —  iex+  eezzo  -,  e  peró  e~  x9 
adunque  fará  a^x  ,  e  perché  é  giá  determinata  la  x  3 
é  fuperfluo  il  paragone  degl'ultimi  termini  . 

Prefa  per  tanto  x  =  a  9  la  corrifpondente  ordinata_. 
nell'  elliífi  fará  la  maífima  ,  come  giá  íi  fa  ,  eíTendo  alr 
lora  effa  il  femiaíTe  conjugato  • 

Ma  fe  l'equazione  della  curva  foíTe  del  terzo ,  quar- 
to ,  o  fuperiore  grado  ,  a  fine  di  potere  inftituire  il  pa- 

Ggg  rago- 
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ragone,  fa  d' uopo,  che  l'equazione  delle  due  radici  c- 
guali  xx —  2ex*-ee  —  o  fi  riduca  a  que!  grado  ,  di  cui 
e  la  propoíla  ,  moltiplicandola  per  tante  radici  qualun- 
qne  eíTe  lleno  a  quante  fauno  di  bifogno  .  Sia  la  curva 
dell'equazione  del  terzo  grado  x*  *  — axy  +-y*  zz  o  (  la 
ftelletta  é  polla  in  luogo  del  fecondo  termine  mancan- 
te ,  il  che  íi  oílervi  fempre  qualóra  manca  un  qualche 
termine)  di  cui  íi  cerchi  la  maffiraa  ordinata  ,  molri- 
plico  adunque  per  x — f  zz  o  l'equazione  xx  —  2ex +* 
eezz o,  ed  il  prodotto  lo  paragono  colla  propofta 

x 3     *   —  axy  +•  y 3  —  o 

x* — lexx-ir  eex — ecf  ^ 
r  ^  r  —O . 

■  JXX  +-  ICJX 

Dal  paragone  de*  fecondi  termini  trovo  — ie — fzzo  9 
c  pero  f  zz —  2e  ;  dal  paragone  de'  terzi  trovo  ief+* 
ee— — ay  y  e  pofto  il  valore  di/,  —'$eezz  —  ay¡  nía-. 
ezzx  ,  adunque  y  zz  $xx  .  Si  íbílituiíca  in  luogo  di  y 

quefto  valore  nell*  equazione  della  curva ,  e  ci  dará 
xzz/^za*,  a  cui  corrifponde  la  maflima  ordinata  y  ,  che 

íará  ¿  X  2  ^  >  c^0^  ^  4^ 3  • 

t  ri 

269.  Ma  fenza  paragonare  la  data  equazione  coii_^ 
un'altra,  che  contenga  le  due  radici  cguali,  per  foddif- 
fare  alia  condizione  del  problema,  bafterá  moltiplicarla, 

ter- 


I 
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termine  per  termine  con  una  ferie  aritmética  qualunque, 
imperciocché  fe  i'equazione  á  le  due  radici  eguali  •  co- 
me deve  nel  cafo  dei  maflimi,  e  minimi  ,  infallibiimen- 
te.  una  di  eñe  radici  fará  anco  nel  prodotto  di  eíTa  e- 
quazione  moltiplicata  per  la  ferie  aritmética  ,  quindi 
mokiplicando  cosí  l'equazioni  s'include  la  condizione_>  , 
fono  cui  devefi  ritrovare  il  valore  dell'aífifla,  a  cui  cor- 
rifponde  la  ricercata  rnaífima  ,  o  minima  ordinata.  E  per 
dimoftrarlo  :  fia  generalmente  l'equazione  di  due  radici 
eguali  xx —  zbx-t-bb  zo,  che  íi  moltiplichi  per  la  fe- 
rie aritmética  a  >  a+~  b  ,  a+*  zb  ,  fará  il  prodotto 

axx  —  zahx -h  ahh  .         a    r  a-    -     1  •  * 

—  ibbx-hzbbb  =  0>  in  queí*°  fol*rtuita_laquantita 

h  in  luogo  di  x  ,  tutti  i  termini  fi  diftruggono  ,  o  pu- 
ré dividendolo  per  x  —  h  y  fuccede  la  diviíione ,  adun- 
que  x  —  h  fará  una  radice  di  eíTo  prodotto,  ficcotue  é 
di  xx  —  zbx  +~  hh  ;  lo  fleíTo  fuccede  fe  la  progreílionc* 
aritmética  fia  decrefcente,  cioé  a  ,  a  —  b  9  a — zb  ec. 

E  perché  l'equazione  delle  due  radici  eguali  é  ge- 
nérale, ed  é  genérale  altresi  la  ferie  aritmética  éai  a+*b5 
a+-zb  ec.5  fará  fempre  vero  ,  che  moltiplicata  un'equa- 
zione  di  due  radici  eguali  per  una  ferie  aritmética  qua- 
lunque,  termine  per  termine  9  fará  il  prodotto  divifibile 
per  una  di  eíTe  radici  .  Per  la  ítefTa  ragione  9  fe  l'equa- 
zione avrá  tre  radici  eguali  ,  moltiplicata  effa  in  una- 
ferie  aritmética  ,  il  prodotto  averá  due  di  eíTe  radici  e- 

Ggg  2  guali, 
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guali ,  e  fe  quefto  prodotto  íi  moltiplicherá  ílmilmentc 
per  una  ferie  aritmética,  il  nuovo  prodotto  ne  avra  una, 
e  cosí  difcorrendo  d'equazioni  fuperiori . 

Ripiglio  l'equazione  xx  —  zax  .+•  zayy  =0  all'  elliffi  * 

la  moltiplico  per  la  ferie  2 ,  1,0 
xx  —  zax  +■  iayy  %  o  . 

2,  1 ,      o . 

II  prodotto  é  ix x  —  zax  zzo  ,  che  ci  da  x—a9  come  fi 
é  trovato  di  fopra  .  Moltiplico  queíta  fteíTa  equazionc» 
con  un'altra  ferie  aritmética  3,  2,  1 

xx  —  2ax  +•  zayy  zz  o . 
V 

3,  2,  I. 

II  prodotto  é  3 ata?  —  §ax+-zayy—oy  in  cui  foftituito  in 

luogo  della  yy  il  valore  zax  —  xx\~z9  dato  dall' equa- 

zione  della  curva  ,  fi  trova  ifteíTamente  x  —  a . 

Prendo  la  feconda  equazione  x*  * — axy  +  y1  =0, 
che  moltiplico  con  la  ferie  3,  2,  1,  o 

x 5  *  — axy  +-yi  =0  . 

II  prodotto  é  3A?5  —  —  o  ,  cioé  zxx  ~  ¿9/  ,  come_» 
fopra . 

270. 
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270.  Con  fimil  método  fi  trovano  le  tangenti  ,  c 
le  perpendicolari  alie  curve  in  qualunque  punto  dato  • 

La  quefíione  fi  riduce  a  ritrovare  il  circolo  ,  che_* 
tocchi  la  curva  in  quel  punto  ,  eíTendo  in  quedo  cafo 
si  la  tangente  del  circolo  in  quel  punto  ,  come  la  per- 
pendicolare  ,  cioé  il  raggio  ,  comuni  puré  alia  curvan 
nel  punto  fteíTo  . 

Sia  la  curva  ACM  (  Fig.  157.  )  ,  di  cui  fi  vogliéu. 
la  tangente  nel  punto  L  ,  e  fia  il  circolo  GMH  ,  che 
la  tagli  ne*  due  punti  M  9  C;  abbaffate  le  due  ordinatc 
CE9  MP  5  e  per  i  punti  M ,  C,  condona  la  retta^ 
'MCTy  taglierá  eíTa  la  curva  puré  ne'  punti  M ,  C  ; 
ma  quanto  piü  fi  anderanno  accoftando  i  detti  punti , 
minore  fempre  fi  fará  la  differenza  delle  ordinate  CEy 
MP  ,  e  delle  aífiíTe  AE  ,  AP  di  modo  ,  che  quando 
un  punto  cada  fopra  ddl'altro,  per  efempio  in  L,  fa- 
ranno  eguali  i  valori  di  quefte  ordinate  ,  ed  aífiíTe  ,  ed 
allora  il  circolo  toccherá  la  curva  nel  punto  L  ,  (  a  ri- 
ferva  peró  ,  che  il  circolo  fia  l'ofculatore  ,  perché  ia- 
quel  cafo  taglia  la  curva  ,  e  la  tocca  nello  rteííb  punto, 
come  fi  vedrá  nel  calcólo  differenziale  )  e  la  retta  MT 
fará  la  tangente  della  curva  5  e  del  circolo  nel  punto 
L  y  ficcome  FL  nórmale  . 

Si  chiami  adunque  nella  corva  ALM  (  Fig,  158.  ) 
la  AQ~x  ,  QL=y  ,  e  condona  da!  punto  dato  L  la 


retta 
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retta  LN ,  che  <ü  fupponga  nórmale  alia  curva  ed  in 
confeguenza  alia  tangente  in  L  ,  íia  LN~s  ,  AN—u, 
fará  Q  N- u  —  x  ,  ed  il  triangolo  rettan.golo  £¿LN  da- 
rá l'equazionc  canónica  ss—uu  —  lux  +-  xx  +-yy ,  da  cui 
ricavato  il  valore  della  y  ,  o  della  x  ,  fi  loftituifca  nell* 
equazione  della  curva  data,  per  mezzo  della  quale  fi 
deve  avere  il  valore  della  s  ,  o  della  u,  confederando 
come  data  la  x  ,  o  la  y  ,  poiché  íl  aííume  per .  dato  il 
punto  L  . 

Sia  per  efempio  la  cnrva  AL  M  la.  parábola  apollo- 
niana  dell' equazione  ax—yy  \  fatta  la  foflituzione  in_» 
luogo  della  yy  ,  del  fuo  valore  dato  dall' equazione  ca- 
nónica ,  fara  1' equazione  ax—ss> — uu+-2ux — xx  ,  ed 

ordinata  per  la  lettera  x  fará  xx  —  zux  +■  uu  —o.  Que- 

+•  ax  — ss 

ña  adunque  deve  avere  due  radici  eguali  quando  la^ 
retta  LN  =  s  fia  nórmale  alia  parábola  nel  punto  L  , 
cioé  nel  cafo  della.  tangente  ,  e  peró  ritrovato  nell'ipo- 
teii  delle  due  radici  cguali  il  va|orc  della  incógnita^ 
j4Nzzu,  (i  averá  il  punto  iV,  da  cui  condona  la  NL 
•  al  dato  punto  L  ,  e  la  perpendicolare  L  Tad  iVL,  fará 
eiTa  la  .tangente  cercata.. 

Ora  per  determinare  la  incógnita  u  nell'  ipotefi 
delle  dB<e %  radici,, eguali  :  paragono  1' equazione,  termi- 
ne per  termine,  con  una  di  due  radici  eguali,  cioé 

con 
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con  xx  \ —  2ex  -h  ee  —  o  nel  feguente  modo 

xx  —  2UX  +•  uu  _ 

"  :,;        -¿  ttx  —  si  '^"T-P  ■•;«•..:.  b! 

xx  —-2ex  '+-  ee     r:  o  ; 

e  dal  paragone  de'  fecondi  tcrmini  G  avrá  —  2«4-¿z  = 
—  2?  5  cioé  u  —  a  -h  2¿»  5  ma  i^fc\  per  i'equazione_* 

—  2ex+*ee  zzo  ;  dunque  u  —  a  +~  x  y  e  perció  dal 

punto  £  prefa{2Ar=:!¿  yfaráNL  la  nórmale,  ed  LT,  ad 
eíTa  perpendico!are5  fará  la  tangente  della  curva  nel 
punto  L  .  ;  ;  •  •  t 

In  vece  di  paragonarc  la  fuddetta  equazione  conc- 
una di  due  radici  eguali  ,  la  moltiplico  coila  ferie  arit- 
mética 3 ,  2,  1 

XX  —  2UX  -h  uu 

-h  ax  —  ss  ~~ 

II  prodotto  é  3 ata;  —  qux+-uu    ro,ma  sszzuu — 2«#-f- 

xx+-yy  3  e  per  la  parábola  é  j/y  —  ax  %  onde  ss  —  uu  — 
lux xx -\- ax  \  foílituito  adunque  quefb  valore  in  luo- 
go  di  ss  ,  fará  2xx  —  lux    ax  zzo  7  cioé  u  zz  a  +•  x  > 

come  prima . 

Piú  brevemente  íl  avrebbe  avuto  V  intento  mol- 

tipli- 
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tiplicando  1' equazione  per  la  ferie  aritmética  2,  i  9  o  ; 

271.  Sia  la  feconda  parábola  cubica  x*~ayy  ;  fatta 
la  fortituzione  del  valore  di  yy  cavato  dali' equazione  ca- 
nónica ,  nafce  1*  equazione  x 5    axx  —  zaux  +-  aun  —  o  f 

—  ass 

la  quale  per  efíere  del  terzo  grado  fi  paragoni  col  pro- 
dotto  dell*  equazione  xx  —  zex  +■  ee  zz  o  in  x  — /  —  o 

x 3  4-  cixx —  2aux  +-  aun  _ 
—  Tr 

A? 3  —  16XX  +-       —        ¿i  • 
—  jftftf  4-  2<?jftf  —  ' 

dal  paragone  de'  fecondi  termini  íi  á  — te — /ra,"cioc 
f— — a  —  2e  ;  dal  paragone  de'  terzi  fi  á  ee+-zef= 
—  zau  ,  e  pofto  il  valore  giá  ritrovato  di  /, 
20*  ,  cioé  í/  s       +•  2¿w  3  perché  e~x. 

Moltiplico  ora  V  equazione  con  la  ferie  aritmética^ 
ir :>i  0 

AT 5  4-  —  2¿7í/#  4-  0«W  _ 

— 

il  prodotto  é  $x**-±axx  —  ^aux  =  o  ,  e  peró  iíleíla- 
mente  «  ~  3  a?  a;  4-  2¿a?  . 

%a 

272.  Circa  l'elezione  delle  ferie  aritmetiche  fi  puó 
oíTervare  9  che  per  lo  piíi  fará  la  piu  cómoda  quella-.  , 

che 
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che  formano  gl'efponenti  cominciando  dal  maffiino  del- 
la  letrera,  fecondo  cüí  é  ordinata  l'equazione. 

273.  Un*  altra  maniera  di  fciogliere  quefb  Proble- 
ma poco  diverfa  ,  ma  foríe  piü  femplice  ,  e  che  avrá 
ufo  ne*  fleffi  contrarj  ,  e  ne'  regreífi  puó  effere  quefta  . 

Sia  la  curva  AEMD  (  Fig.  159.  )  tagliata  dalla^ 
retta  RED  ne'punti  £,  D;efie'no  le  affiffe  AB,ACzzx , 
le  ordinate  BE,  CD—y  .  E*  chiaro  ,  che  paíTando  la 
retta  HD  ad  effere  la  tangente  TM  della  curva  nel 
punto  M ,  i  due  punti  E  ,  D  caderanno  ki  M ,  e  per 
confeguenza  íi  faranno  eguali  tra  loro  le  AB  ,  AC9 
ficcome  tra  loro  le  ££,  CD  .  Si  alzi  AN  paralleía- 
alie  ordinate  ,  e  fia  AT—u,  AN—s  9  per  la  íimilitu- 
dine  de*  triangoli  TA  M,  TK  fará  a ,  s  : :  w  x ,  y  , 
cioé    y  =  us+-sx  ,  ed  x  ~  uy-~-as ;  nel!'  equazione_> 

u  s 

della  curva  data  íl  foftituifeano  quefti  valori  in  luogo 
della  y  ,  o  della  x  ,  e  ne  nafcerá  un*  altra  ,  la  qualtL* 
dovrá  avere  due  radici  eguali,  quando  AT9  AN  íi€- 
no  tali  ,  che  la  Tetra  TNM  tocchi  la  curva  ,  adunque 
facendo  il  paragone  con  un* altra  di  due  radici  eguali, 
o  moltiplicandola  per  una  ferie  aritmética  ,  fi  averá  il 
valore  della  ricercata  ATyoAN9c  data  Puna,  e 
puré  data  T altra  •  Ommetto  gl' efempj  ,  perché  la^a 
maniera  di  operare  é  la  fteífa  della  ufata  di  fopra  • 

Hhh  27d. 
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274.  Siccome  il  método  ,  e  la  natura  def  mafli- 
mi  ,  e  minimi ,  e  delle  tangenti  include  neceílaria- 
mente  nclle  equazioni  due  radici  eguali  ,  cosi  tre  ra- 
dici  eguali  íi  danno  ne'  Fleffi  contrarj  ,  e  ne'  Re- 
grefli  ,  Per  fleíTo  contrario  s'intendc  quel  punto,  in 
cui  la  curva  da  concava  íl  fa  conveíTa  ,  o  aU'  oppo- 
ílo  ;  e  per  regreíTo  quel  punto ,  in  cui  eíTa  torcuu 
all'  indictro  ,  o  concava  ,  o  conveíTa  . 

Sia  la  curva  ACFM  ,  (  Fig.  160.  )  che  abbia_- 
un  fleííb  contrario  nel  punto  F  ,  e  íi  conduca  la_. 
retta  GCM,  che  la  tocchi  nel  punto  C  ,  e  la  ta- 
gli  nel  punto  M ,  abbalTate  da  efli  le  ordinate  CH , 
MP  ,  fácilmente  fi  vede  ,  che  quanto  piü  il  punto 
C  della  tangente  s'accolterá  al  punto  del  fleíTo  con- 
trario F  ,  tanto  piü  altresi  fi  accofterá  al  punto  F 
il  punto  M  di  modo  ,  che  quando  C  cada  in  F, 
vi  cadera  puré  M  ;  ed  in  confeguenza  fi  faránno 
eguali  AH  ,  AP  ,  íiccome  CH  ,  MP  ,  e  la  ret- 
ía GCM  toceherá  ,  e  taglierá  la  curva  nel  punto 
F  ;  ma  la  natura  della  tangente  giá  porta  due  ra- 
dici eguali  ,  ed  ora  fi  aggiunge  la  terza  ,  adun- 
que  di  natura  del  fleíTo  contrario  é ,  che  a  lui  cor- 
tiípondano  tre  radici  eguali  . 

Dal  punto  A  alzata  AN  parallela  all*  ordinate^ 
e  falta  AN  —  s  ,  AT~  u  ,  e  condotta  T  N  F  ;  íará  , 

per 
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per  i  triángoli  fimili  TAN,  TFF ,  y  -zus-^  sx ,  ed 

"  l\  :.*:  .  :ó-  .  v  f¿<  .;rJ>i>r>^  &n»3  neo  í>'ií*noíi£^r>  «¿V:  ¿'¿Vé 
#  =z  «y  —     ,  chiamate  AV—x  ,  VFzzy  ,  Softituiti  per 

tanto  queíH  valori  in  luogo  di  x  ,  o  di  j/  nelr  equa- 
zione  dclla  curva  data,  l'equazione,  che  nafce  ,  do- 
vrá  avere  tre  radici  eguali  quando  AT ,  o  AN  íleno 
tali  ,  che  la  TNF  condotta  dal  punto  T  per  lo  pun- 
to N  incontri  la  curva  nel  ricercato  punto  del  fleíTo 
contrario  F  ♦ 

Símilmente  fi  difeorra  dclla  curva  ACM,  (  Fig. 
161.  )  che  abbia  un  regreíTo  nel  punto  C  ;  poiché 
la  tangente  TC  della  curva  nel  punto  C  aflieme  la 
taglia  nello  ñeíTo  punto  ,  e  quindi  ne  nafeono  nella_* 
fteíTa  maniera  le  tre  radici  eguali , 

Sia  la  curva  AFS  (  Fig.  162.  )  del!1  equaziono 
ayy  —  xyy  —  aax  —  o  ,  in  cui  fono  le  A  Q  zz  x  , 
le  QF^zy  3  e  fi  cerchi  il  punto  del  fleflb  contrario 
F.  Pofta  ATzzu¡  AFzzsy  e  parallela  alie  ordina- 
te  Q  F  y  e  foftituito  in  luogo  di  x  il  valoro 
vy  —  us  nel?  equazione  della  curva  ,  fará  eíTa 

s 

y%  — asyy+-aay  —  aas  ~o3 

u 

la 
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la  qualc  dovrá  avere  tre  radici  eguali  ,  e  pero  íl 
avrá  da  paragonare  con  una  equazione  di  tre  radi- 
ci  eguali  ,  o  da  moltiplicaríi  per  due  ferie  aritme- 
tiche  . 

Si  moltiplichi  adunque  per  la  ferie  i  ,  o  ,  —  i  , 
—  2,  ed  il  prodotto  y1  *  —  aay  +•  laas  —  o  y  di  nuo- 
vo  moltiplicato  per  la  ferie  3  ,  2 ,  1 ,  o  5  ci  dará 
3j/ 3  —  aay  zz  o  5  e  pero  yy  ~  aa  ,  il  qual  valore  íbfti- 

1 

tuito  nell*  equazione  data  della  curva  ci  fornifce  final- 
mente x  =  -  a  . 
4 

275.  La  maniera  é  la  ftefTa  per  ritrovare  i  re- 
greíTi  delle  curve  ,  ed  il  método  da  tanto  quefti  , 
come  quelli  ;  quindi  per  diíVmguerli  non  vi  é  al- 
tro  modo  y  che  il  ricercare  per  mezzo  della  coftru- 
zione  Y  andamento  della  curva  . 

L/ifteíTa  ambiguitá  nafce  nelle  queftioni  de*  maf- 
fimi  9  e  minimi  5  la  quale  folo  con  l'idea  della  curva 
íi  puó  togliere  •  Con  la  medefima  condizione  delle 
tre  radici  eguali  fi  potrebbero  ritrovare  i  Raggi  Ofcu- 
latori  5  ma  giacché  di  tali  cofe  fi  tratterá  nel  feguen* 
te  libro  ,  porro  fine  a  quefto  per  non  recare  troppo 
di  noja  ; 

FINE  DEL  PRIMO  LIBRO  . 
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